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La persona que hace poesía debe ser capaz 
de ver lo que los demás no ven, debe ver más 

profundamente que otras personas. Y la persona 
que hace matemáticas debe hacer lo mismo… 

Sofía Kovalevskaya 





1. Introducción

¿Qué es «lo mejor»? es la pregunta relevante que cualquier agente
racional se plantea cuando debe tomar una decisión eligiendo entre va-
rias opciones.

Aunque parece que detectar lo mejor no es una tarea sencilla. 
Esta supuesta dificultad quizá resulte extraña en una persona que

trabaja con matemáticas; si la decisión depende de un solo criterio que
puede modelizarse mediante una función escalar, se trataría de calcular
su máximo o su mínimo, dependiendo de si el criterio bajo el que se op-
timiza es del tipo cuanto más mejor o cuanto menos mejor, respectiva-
mente. Por ejemplo, las matemáticas permiten localizar la decisión que
maximiza los beneficios o que minimiza el coste y, para hacerlo, la mayor
dificultad se reduce a las técnicas a utilizar que requerirán cálculos más
o menos sofisticados. Toda la argumentación de la optimización y la de-
cisión clásica está basada en la existencia de un orden natural en el
cuerpo de los números reales, que es completo, ya que podemos compa-
rar siempre dos de sus elementos: dados dos números reales distintos
cualesquiera sabemos cuál es mayor; 5 es mayor que 3, porque se puede
encontrar un número positivo, el 2, que sumado al 3 da 5. Es decir, las
relaciones de orden, en sentido amplio, son el fundamento de la toma de
decisiones.

Pero veamos ahora qué sucede en el caso de que queramos decidir
sobre la felicidad.  Si nos atenemos a la creencia popular, la felicidad se
articula sobre tres pilares: salud, dinero y amor; y, por tanto, se podría
medir con un vector de tres componentes (escribimos en matemáticas
en IR3), formado por las puntuaciones de cada una de esos tres pilares.

Felicidad = (Salud, Dinero, Amor) 
De modo que, dadas dos personas, A y B, cuyos vectores de felici-

dad son respectivamente:
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A: = (Salud = 5, Dinero = 5, Amor = 5) y B: = (Salud = 7, Dinero =
3, Amor = 5)

Nos preguntamos: ¿Quién es más feliz? ¿Qué vector de felicidad
es mejor? 

La respuesta ahora no es tan sencilla.
Sabemos que la persona B tiene más Salud, que la persona A tiene

más Dinero y que ambas tienen el mismo Amor. 
Si hacemos caso al dicho la salud es lo primero, parece que B sería

la mejor; por el contrario, si partimos de que con dinero se consigue todo
–incluso la felicidad–, como últimamente nos repite machaconamente
la publicidad consumista –no tenemos sueños baratos–, la persona A
sería más feliz.  

¿Es posible ser feliz con limitaciones físicas importantes? Parece
que es difícil o incluso imposible pero recientemente los medios se han
hecho eco de la historia de una niña siria, Noujain Mustafa, con una
fuerte discapacidad física que recorrió más de 5000 kilómetros en silla
de ruedas para llegar a Múnich, ayudada por su hermana, por el resto de
los refugiados y por personal de las ONg que operan en la zona. Parece
que su felicidad se debe fundamentalmente al amor de su hermana, al
amor de todas las personas que la ayudaron y a su amor propio.

¿Por qué se generan tantas diferencias al comparar estas ternas
de felicidad? 

La elección es clara si hay que encontrar a la persona más saluda-
ble: sería B, o a la persona más rica: sería A, y Noujain la más amada, ya
que estamos trabajando con un solo criterio, y, por tanto, somos capaces
de utilizar el orden usual de los números reales; ahora bien, cuando nos
enfrentamos a la ordenación de la felicidad basada en 3 criterios ya esta-
mos fuera de la cómoda elección monocriterio al haber abandonado la
unidimensionalidad del conjunto de los números reales (IR).

Me gusta pensar que Las Matemáticas, en su infinita sabiduría y
discreción, han desistido de incluir un orden natural completo en IRn,
para que las personas podamos decidir con libertad y responsabilidad y
cada uno de nosotros pueda tener su propia opinión, en este caso, sobre
quién es más feliz. Alguien se decidirá por B, ya que tiene más salud, pero
si otro decisor se decide por A, que tiene más dinero, o por Noujain, que
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tiene fundamentalmente amor, cualquiera de ellas sería una decisión ra-
cional. Entonces, si a fin de cuentas es una elección personal ¿qué papel
juegan las matemáticas? ¿pueden ayudar en estas situaciones? 

Si bien hay decisiones que se toman utilizando únicamente el sen-
tido común, la intuición o la experiencia, hay métodos y procedimientos
que se pueden incorporar formalmente en los procesos de toma de deci-
siones con múltiples criterios, tanto en el ámbito público como el privado,
de modo que la decisión sea racional y la mejor posible. Esto es lo que se
denomina toma de decisiones multicriterio o paradigma multicriterio,
cuya idea central es contemplar, analizar y valorar las opciones disponi-
bles (alternativas) desde diversos puntos de vista o criterios.

Se trata, en definitiva, de poner a disposición de un agente decisor
las técnicas matemáticas para que pueda jerarquizar, priorizar, ponderar
los criterios y medir el comportamiento global de cada alternativa sobre
todos los criterios para, finalmente, obtener la alternativa que mejor se
ajuste a las preferencias de ese decisor.  

Pero ¿quién es el agente decisor? parece obvio que es el actor prin-
cipal en el proceso de toma de decisiones, aunque hasta hace pocos años,
en 2008, este vocablo no había sido admitido por la RAE para disgusto
de muchas personas que lo utilizábamos para referirnos a quien tiene la
responsabilidad de decidir. Un decisor no tiene que ser un experto en el
problema considerado, aunque sí debe incluir en su proceso las conside-
raciones técnicas imprescindibles. También cualquier centro decisor
debe tener en cuenta aspectos sociales, económicos y medioambientales
manifestados por todas las partes afectadas en el resultado de la decisión.
Los procesos decisionales complejos implican la consideración de dife-
rentes puntos de vista, aspectos o criterios sobre cuáles son los impactos
de cada alternativa y también sobre cuál es la importancia relativa de
cada uno de esos criterios. El que cada elección venga determinada por
un conjunto de resultados con más de un elemento, y a menudo, en con-
flicto, hace necesario un proceso formal y estructurado donde la figura
de un analista, facilitador o modelador es importante para que ayude al
decisor a elegir la mejor opción. Como responsable de la decisión, el de-
cisor debe ser capaz de explicar y defender el proceso llevado a cabo para
que sea esa y no otra su mejor propuesta: ¿quién y cómo se seleccionaron
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los criterios? ¿qué elementos de juicio se utilizaron para valorar las al-
ternativas según cada uno de los criterios? ¿cómo se estableció la impor-
tancia o ponderación de los criterios? ¿cómo se agregó toda la
información de valoraciones y ponderaciones? Si hubo varios decisores
en el proceso ¿cómo se llegó a un consenso? ¿hubo un decisor que impuso
su elección, es decir, un dictador? ¿existió una jerarquía entre las perso-
nas que decidieron? Todas estas preguntas se pueden responder más fá-
cilmente si el problema se ha estructurado y se han delimitado
claramente todos los elementos que han intervenido en el proceso, ya
que la trazabilidad que introduce un modelo matemático ayudará a dar
eficiencia y transparencia a la decisión. 

¿Y qué son las alternativas? son las posibles opciones/elecciones
a las que se enfrenta el decisor y forman el espacio de decisión. Puede
ser que en algunos problemas se conozcan a priori las alternativas, por
ejemplo, en modelos de selección de proyectos, de localización geográ-
fica, de selección de tecnologías para la electrificación rural, etcétera;
suele hablarse entonces de problemas discretos porque el número de al-
ternativas es finito y están claramente especificadas. Los problemas im-
plicados en estos casos suelen ser de selección de la mejor alternativa o
de ordenación de las mismas.  También existen situaciones en las que el
decisor no conoce a priori las posibles acciones a realizar, pero sí ciertas
restricciones expresadas por relaciones funcionales que definen el con-
junto de elección factible como subconjunto del espacio real multidimen-
sional. Incluso en esta circunstancia se puede encontrar la mejor
decisión/alternativa sin necesidad de examinarlas todas, son problemas
con espacios de decisión continuos que aparecen en modelos de planifi-
cación y diseño. La selección de una cartera de inversión a partir de un
conjunto de activos y con ciertas restricciones: presupuestaria, de diver-
sificación, prohibición de ventas en corto, etcétera, es un ejemplo de este
tipo de tareas resueltas bajo el paradigma multicriterio. También el di-
seño de un tratamiento radioterápico es un problema con un espacio de
decisión continuo. En todos estos casos se habla de modelos multiobje-
tivo.  
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2. Un poco de historia

El paradigma multicriterio, cuya historia voy a esbozar breve-
mente, es relativamente joven y nace de las interacciones de dos disci-
plinas: Matemáticas y Economía. Como casi siempre, la hibridación y
cooperación han dado buenos resultados.

Es relativamente joven porque, aunque es evidente que la huma-
nidad ha decidido basándose en criterios múltiples desde siempre, solo
recientemente se ha formalizado matemáticamente, pudiendo fijarse su
nacimiento a mediados del siglo pasado. 

La literatura recoge a dos precursores de las decisiones multicri-
terio. Benjamin Franklin (1706-1790) propuso a su amigo Joseph Prestly
un sistema de ayuda a la toma de decisiones que él llamó álgebra moral
o juiciosa. Su método consistía en dividir la hoja de papel en dos colum-
nas, una para los pros y otra para los contras, después establecía las res-
pectivas ponderaciones o pesos de importancia de cada elemento en la
correspondiente columna «y donde encuentro dos, uno en cada columna,
que me parecen iguales, los elimino, si encuentro una razón a favor igual
a dos razones en contra, elimino las tres y así, sucesivamente, hasta llegar
al equilibrio».1 Franklin introduce, por tanto, la idea de compensación.
Casi doscientos años antes, Ignacio de Loyola (1491-1556) había pro-
puesto un mecanismo similar cuando analizaba las ventajas y desventajas
de elegir una alternativa y también de no elegirla.2 Ambos pensadores
ponen de manifiesto que los procesos de decisión se deben llevar a cabo
comparando las posibles opciones bajo diferentes puntos de vista que,
además, deben ser ponderados para reflejar su importancia en la deci-
sión. Estos puntos de vista son los criterios en los que debe apoyarse la
elección siendo el decisor el protagonista del proceso al fijar los criterios
y los pesos.

Pero los verdaderos padres de la Decisión Multicriterio son prin-
cipalmente economistas del siglo xIx, que aportaron importantes herra-
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mientas como la Economía del Bienestar, la Teoría de la Utilidad y la 
Teoría de la Elección Social orientada a la Votación.

Puesto que agregar las diferentes evaluaciones o votaciones de las
personas de una organización es matemáticamente un problema análogo
al de agregar los diferentes aspectos/criterios de una decisión voy a per-
mitirme un breve inciso para hacer una mención especial  a uno de los
pioneros en teoría de la votación, el polifacético mallorquín Ramón Llull
–a quien debemos la ahora muy famosa técnica de comparación a pares–
que a finales del xIII, elaboró una teoría desarrollada en tres tratados: Ar-
tificium electionis personarum, En qual manera Natana fo eleta a aba-
dessa3 y De arte electionis, sentando las bases para posteriores trabajos
como los del Marqués de Condorcet (1743-1794) quien, en su Ensayo
sobre la aplicación del análisis a la probabilidad de las decisiones so-
metidas a la pluralidad de voces, describe la llamada Paradoja de Con-
dorcet o de la votación, situación en que las preferencias colectivas son
no transitivas aunque las individuales lo sean y que da lugar a la ausencia
de ganador, al existir una mayoría cíclica. 

Si en una elección hay tres candidatos A, B, C y hay tres votantes
cuyas preferencias son:

Votante 1: prefiere A sobre B, prefiere B sobre C y prefiere A sobre
C, luego la preferencia es transitiva: A>B>C

Análogamente, tenemos las siguientes cadenas de preferencias
para el resto de los votantes 

Votante 2: B > C >A 
Votante 3: C > A >B
A la vista de estas preferencias, podemos decir que C es mejor can-

didato que A para el colectivo puesto que hay dos votantes que lo prefie-
ren, C > A; además, A es mejor candidato que B (A>B) por la misma
razón. La transitividad debería legitimar que C es mejor que B (C>B), sin
embargo, esto no es así, puesto que B es preferido sobre C por más vo-
tantes, lo que evidencia que las preferencias colectivas no son transiti-
vas.
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Estas paradojas y sus importantes consecuencias en los sistemas
de votación (por ejemplo, el Teorema de imposibilidad de Arrow), ya ha-
bían sido observadas por Condorcet. Para este filósofo, matemático y po-
litólogo, las matemáticas debían servir también a las ciencias morales
cuyo objetivo es la felicidad del ser humano. Condorcet fue un gran de-
fensor de la igualdad de todos los seres humanos, como lo atestigua el si-
guiente párrafo extraído de su obra Sobre la admisión de las mujeres al
derecho de ciudadanía (1790): «… o bien ningún individuo de la especie
humana tiene verdaderos derechos o todos tienen los mismos; y el que
vota contra el derecho de otro, cualquiera que sea su religión, color o
sexo, ha abjurado de los suyos a partir de ese momento».4

Agregar las preferencias individuales en una preferencia colectiva
ha sido el objetivo de investigación de muchos economistas del siglo xIx.
Los ejemplos más relevantes son Edgeworth (1845-1926) y Pareto (1848-
1923). Ambos llegaron a definir el concepto de eficiencia, fundamental
en cualquier elección multicriterio. Aunque la literatura más numerosa
se refiere a este concepto como eficiencia u optimalidad paretiana, no
hay que olvidar la curva de contrato de Edgeworth que se corresponde
con el conjunto eficiente (Newman, 2003). Vilfredo Pareto, por su parte,
definió su optimalidad paretiana con un extraño vocablo, ophelimity, 
neologismo (del griego ophelinos = satisfacción) que se refiere a la satis-
facción obtenida por un individuo con el disfrute de un determinado
bien. En una comunidad de individuos, un máximo de ophelimity, de
bienestar, se alcanzará si ninguno de los individuos en cuestión puede
mejorar su situación sin reducir el bienestar de cualquier otro; es decir,
no es posible beneficiar a una persona sin perjudicar a otra. Obsérvese
que como medida de bienestar de una comunidad la optimalidad pare-
tiana no busca la equidad, ni da necesariamente por resultado una dis-
tribución socialmente deseable de recursos; podríamos tener un óptimo
donde haya una sola persona con toda la riqueza acumulada pues el cam-
bio de posición de esa persona, aunque sea en beneficio del resto, supone
que esa persona empeora. En este sentido, Wicksell (1958) postula que
el óptimo de Pareto no es necesariamente un óptimo social. Una idea im-
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portante consecuencia del concepto de optimalidad o eficiencia paretiana
es la de tasa de intercambio: si alguien tiene que empeorar para que otro
miembro de la comunidad pueda mejorar, interesa conocer lo que cada
unidad de empeoramiento de un individuo produce de mejora en otro.
En esta idea abundaron con distintos enfoques Kenneth Arrow (1950) y
Amartya Sen (1993).

La década de los años cincuenta del siglo pasado fue muy fructífera
y marca el despegue de este paradigma. Koopmans, en 1951, introdujo el
concepto de vector eficiente, considerado como una nueva visión del óp-
timo de Pareto en Teoría de la Producción: en el espacio de posibilidades
técnicas, similar al modelo de Leontief, un punto eficiente será cualquier
combinación de producción neta con la propiedad de que cualquier in-
cremento en una de sus coordenadas solo se puede lograr a costa de dis-
minuir al menos una de las demás.

Cuando en 1951 Kuhn y Tucker formularon condiciones de opti-
malidad para problemas no lineales, también abordaron problemas de
criterios múltiples en programación lineal y enunciaron las condiciones
para la existencia de soluciones eficientes de un problema multiobjetivo.
Charnes, Cooper y Ferguson presentan, en 1955, el trabajo precursor de
la Programación por Metas (Goal Programming) que desarrollan pos-
teriormente Charnes y Cooper (1961). 

Si bien los anteriores autores se movieron en el campo de los pro-
blemas continuos y con resultados con una fundamentación matemática
incontestable, pero con dificultades de aplicación práctica (condiciones
de Khun-Tucker), simultáneamente aparecieron metodologías para pro-
blemas discretos con una fuerte vocación de ayuda a decisores sin for-
mación matemática.  

El Método ELECTRE (ELimination Et Choix Traduisant la Realité)
aparece en 1968, como resultado de las investigaciones llevadas a cabo
en la empresa francesa de consultoría SEMA (Société d’Economie
et de Mathématiques Appliquées) con Bernard Roy a la cabeza. El Mé-
todo ELECTRE (Roy, 1968) se fundamenta en las Relaciones de Superación
(surclassement) que se basan en la idea de que una alternativa supera a
otra si es mejor para muchos criterios y no es sustancialmente peor para
ninguno de ellos. Los elementos básicos de ELECTRE son, de nuevo, la
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comparación de pares de alternativas bajo cada uno de los criterios con-
siderados y los pesos de importancia asignados por el decisor a cada cri-
terio; por tanto, Roy formaliza las ideas de Franklin que hemos
mencionado anteriormente.

En la década de los setenta del siglo pasado tiene lugar la presen-
tación oficial a la comunidad científica del Análisis de Decisiones Multi-
criterio. Se organizan las primeras conferencias (The First International
Conference on Multiple Criteria Decision Making, 1972) en las que se
presentan los trabajos y las investigaciones realizadas durante los años
sesenta. Durante estos casi 60 años se han presentado tanto desarrollos
teóricos como numerosas aplicaciones en muchos ámbitos. Por supuesto,
quedan problemas por resolver y temas como la agregación, independen-
cia, compensabilidad, nuevas formas de tratar los datos, representación
de preferencias, métodos computacionalmente eficientes para generar
fronteras eficientes, etcétera que están en el punto de mira de las muy
activas sociedades multicriterio (International Society on Multiple Cri-
teria Decision Making) repartidas en grupos especializados por todo el
mundo (The EuRo Working Group on Multicriteria Decision Aid, The
Multiobjective and Goal Programming Group…) y, en particular, en Eu-
ropa y nuestro país (grupo Español de Decisión Multicriterio) donde
contamos con excelentes investigadores que son reconocidos en todos
los foros internacionales.  

La Teoría de Decisión Multicriterio se ha convertido en un enfoque
específico para abordar los problemas de decisión. Hoy en día cualquier
organización pública o privada se enfrenta a la evaluación de un conjunto
de alternativas atendiendo a varios criterios de decisión que a menudo
entran en conflicto, de ahí la aplicación de esta teoría en todos los con-
textos decisionales.

3. Principales Paradigmas Multicriterio 

En la actualidad, existen muchas técnicas de decisión multicriterio
y cada día aparecen más. Recorrerlas todas sería tarea imposible, me li-
mitaré a presentar los principales paradigmas en los que se basan tales
técnicas. 
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Cualquier método de decisión multicriterio está basado en una
regla de ordenación que determina una preferencia en el espacio de los
resultados de las alternativas. Matemáticamente, esas reglas de ordena-
ción son relaciones binarias con ciertas propiedades entre las que la tran-
sitividad es fundamental. Sin embargo, en muchas ocasiones el
comportamiento de las personas ante una secuencia de comparaciones
a pares es intransitivo y existen umbrales que rompen la cadena de rela-
ción: A es vecino de B y B es vecino de C entonces ¿A es vecino de C? si
la relación de vecindad fuera transitiva todos seríamos vecinos de los ha-
bitantes de la ciudad siria de Alepo.

La intransitividad es objeto de una fuerte investigación y quiero
destacar aquí el buen trabajo de un grupo de investigación de la Univer-
sidad de Oviedo.

En el caso de que solo haya un criterio bajo el que evaluar las de-
cisiones, el orden natural de los números o una escala de valoración lin-
güística: muy bueno, bueno, regular…, proporcionan esta ordenación de
las posibles elecciones. Como ya hemos dicho, encontrar la solución
cuando una decisión produce muchos resultados no es una cuestión me-
ramente matemática, se necesita la intervención del agente decisor, lo
que conlleva que otro agente decisor pueda llegar a otra ordenación y,
por tanto, a otra mejor decisión.  Eso sí, conocer el proceso que condujo
a cada posible solución permite hacer visibles las preferencias del decisor.
La mejor alternativa no es, en multicriterio, una verdad absoluta.   

Las ordenaciones de preferencias no estrictas verifican las propie-
dades reflexiva y transitiva (es decir, son preórdenes). Las relaciones bi-
narias transitivas e irreflexivas en las que la incomparabilidad es
transitiva (órdenes débiles estrictos) dan lugar a relaciones de preferen-
cia que permiten la comparación de cualquier par de posibles soluciones.
Este tipo de órdenes simplifican mucho los procesos de decisión, sin em-
bargo, en algunos casos no son posibles.

Hay órdenes llamados dictatoriales porque su aplicación no asegura
que se tengan en cuenta todos los criterios para determinar la mejor deci-
sión o todas las personas, si la decisión es en grupo. Un ejemplo de orden
dictatorial es el lexicográfico que considera infinitamente más importante
el resultado obtenido en el criterio k que en el siguiente, criterio k+1; es
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decir, no existe ninguna cantidad, por grande que sea, de mejora en el cri-
terio k+1 que permita compensar una pérdida en el criterio k. Se trata de
conseguir lo absolutamente mejor para la primera posición y, solo en este
caso, pasar a considerar la segunda y así sucesivamente. Este orden puede
asociarse a algunos comportamientos recientes de países y comunidades
(Brexit, Muros y vallas de separación, Compromisos de reubicación y rea-
sentamiento de los refugiados en la UE...). Solamente reparto si me sobra
a mí, solamente admito emigrantes en mi mercado laboral si hay trabajo
para todas las personas de mi país. El «mi» es muy lexicográfico: mi país,
mi religión, mis iguales… porque se sitúa en la primera posición y auto-
máticamente sitúa el «tu» y el «su» en segunda o tercera, excluyéndolos
de lo mejor. Al hilo de esta consideración, quiero recordar aquí lo dicho
por el filósofo francés Paul Ricoeur, tantas veces repetido por José Sara-
mago: «El otro es como yo y tiene derecho a decir yo». 

Otro ejemplo lo encontramos en la estructura empresarial japo-
nesa que aplica un orden lexicográfico cuando asegura a sus empleados
varones el empleo de por vida, como explica William Ouchi en la Teoría
Z o método japonés: «Existen muchos empleados temporales, en su ma-
yoría mujeres, que son despedidas en las épocas malas, lo que sirve de
amortiguador para proteger el trabajo de los hombres que son empleados
de por vida» (Ouchi, 1982).

Pero, por supuesto, el orden lexicográfico no tiene en sí connota-
ciones morales o éticas, no es un orden malo; a todos se nos ocurren de-
cisiones que estarían de acuerdo con los principios éticos más
generalmente admitidos y cuyo orden subyacente es el lexicográfico. In-
cluso decisiones puramente técnicas son lexicográficas. Recuerdo mis es-
tudios de licenciatura: el examen de teoría no se tenía en cuenta sin haber
previamente aprobado el de problemas, un 10 en teoría no compensaba
un 4 en problemas.  Su característica de orden dictatorial es clara, puesto
que un solo criterio puede determinar la decisión. 

Matemáticamente, la relación lexicográfica es un orden débil, por
tanto, siempre es posible comparar cualquier par de alternativas.

Volviendo al ejemplo inicial de la felicidad, mediante un orden le-
xicográfico y fijando la Salud como el criterio más importante, la persona
B sería la más feliz.
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A: = (Salud = 5, Dinero = 5, Amor = 5) y B: = (Salud = 7, Dinero =
3, Amor = 5).

Ahora bien, el orden fundamental en la toma de decisiones multi-
criterio es el paretiano que es una extensión del orden natural en una di-
mensión a n dimensiones (IRn) y es consecuencia de la optimalidad
paretiana anteriormente mencionada. 

La preferencia paretiana de una alternativa se verifica si y solo si
dicha alternativa tiene mejores resultados componente a componente,
es decir, es mejor en cada uno de los criterios considerados en la decisión.
Podemos decir, entonces, que la preferencia de Pareto es objetiva y uni-
versal. Cualquier decisor racional estaría de acuerdo con ella. 

Volviendo a nuestro ejemplo, nadie duda que una persona es más
feliz que otra si tiene más dinero, más salud y más amor. Si todos estamos
de acuerdo con Pareto podríamos dejarlo aquí. El problema es que, en
muchos casos, Pareto no nos permite decidir: no es posible ordenar y,
por tanto, elegir entre la persona A y la B atendiendo a la regla paretiana.

Si añadimos a nuestro ejemplo otra persona: 

C: = (Salud = 4, Dinero = 3, Amor = 3)

¿Alguien decidiría que es más feliz C, cuyos valores en los tres cri-
terios son peores a los de A y B? No, porque esta sí sería una elección
irracional. La optimalidad de Pareto permite, por tanto, eliminar aquellas
alternativas que son inferiores en todos los criterios.

Por supuesto, la toma de decisiones es propia de cada persona,
aunque existen patrones básicos que las matemáticas pueden modelizar.
El primero está basado en la ya mencionada optimalidad o eficiencia pa-
retiana que se puede enunciar como cuanto más mejor. Un segundo pa-
trón está asociado a la fijación y búsqueda de metas (Goal Programming,
1955). Esta forma de abordar la toma de decisiones fue bautizada como
satisfaciente por el premio nobel H. A. Simon (1978). El tercer patrón,
descrito por Yu y Zeleny (1975), fija como comportamiento racional la
búsqueda de soluciones lo más cercanas posibles a la solución ideal, cons-
tituida a partir de los mejores valores para cada criterio; se llama a esta
forma de decidir programación compromiso. Y el último paradigma para
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encontrar la mejor solución se apoya en la existencia de una función es-
calar llamada función de valor cuya maximización proporciona esa mejor
decisión. Estos cuatro enfoques generales de toma de decisiones tienen
una base común que son las relaciones de orden y las estructuras de do-
minación. Cada uno de ellos utiliza información proveniente del decisor
en distinta medida y en distintos momentos del proceso de modelado. 

3.1. Paradigma 1: Construcción de la frontera eficiente 

Paretiana ¿Puedo mejorar todo?

El primer paradigma permite elegir alternativas en las que la me-
jora en un criterio solo es posible a costa del empeoramiento en otros.
La naturaleza competitiva de los criterios en la mayoría de los modelos
de decisión impide que exista una solución mejor en todos los aspectos.
Una manera, entonces, de abordar el problema es conseguir puntos op-
timales respecto del orden de Pareto. Es decir, puntos que no son supe-
rados por ningún otro según el orden de Pareto; estos son denominados
puntos eficientes o no dominados. La eficiencia paretiana es casi una con-
dición sine qua non para alcanzar buenas soluciones. Por ello, es impor-
tante para el decisor disponer de la frontera óptima de Pareto formada
por todas las soluciones no dominadas. Esta frontera representa las me-
jores tasas de intercambio entre las funciones objetivo. Sin embargo, de-
tectar esta frontera es un problema computacionalmente muy exigente
en la mayoría de los problemas reales con espacio de decisión continuo.
Los modelos clásicos para determinar la frontera eficiente son problemas
uniobjetivo paramétricos (método de las épsilon-restricciones y método
de las ponderaciones) que pueden presentar dificultades con formas
complicadas de la frontera. Por ello, métodos heurísticos, principalmente
los llamados evolutivos por estar basados en la evolución natural de las
especies, ayudan a obtener representaciones lo más fieles posibles de las
fronteras de Pareto. Desde los años 90 (se considera a Schaffer el pionero
al proponer en 1985 el primer algoritmo evolutivo para aproximar la
frontera de Pareto) hay una amplia investigación en este campo: Vector
Evaluated Genetic Algorithm (VEgA), familia  de los algoritmos MOgA

(Multiobjective Genetic Algorithm) y NSgA (Non Dominated Sorting Ge-
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netic Algorithm) siendo NSgA-II, algoritmo elitista de ordenamiento no
dominado, el que se aplica con más frecuencia (sistemas de distribución
en redes eléctricas, reconocimiento de patrones, problemas de rutas, 
etcétera). Esta metodología garantiza la diversidad durante el proceso de
resolución y además se caracteriza por considerar solamente las mejores
soluciones encontradas durante el proceso de búsqueda, de aquí el adje-
tivo elitista que se utiliza para indicar este procedimiento de búsqueda.

Para la determinación de la frontera eficiente no es necesario que
el decisor suministre mucha información, bastaría que el problema es-
tuviera bien definido, mediante el conocimiento de las alternativas y los
criterios con las que deben ser evaluadas. Por tanto, atendiendo a este
paradigma, cualquier alternativa eficiente paretiana es lo mejor. El in-
conveniente de este enfoque es que pueden existir demasiadas soluciones
eficientes, incluso infinitas en caso de problemas con espacio de decisión
continuo. Por eso, en general, obtener la frontera eficiente suele ser un
primer paso en el proceso de toma de decisiones; posteriormente, y me-
diante un proceso interactivo e iterativo, se van delimitando aquellas
zonas de dicha frontera que se ajustan a las preferencias particulares del
decisor. En el caso de problemas discretos, es decir, aquellos con un nú-
mero finito de alternativas conocidas explícitamente, métodos como
Electre (Roy, 1968) y Promethee (Brans, 1982) permiten que el decisor
reduzca el conjunto donde están las mejores soluciones, según sus pre-
ferencias.

3.2. Paradigma 2: Satisfacción de metas

¿Nos marcamos metas?

En contraposición al patrón paretiano, el modelo basado en la sa-
tisfacción de metas necesita mucha información preferencial del decisor:
es necesario que este exprese con qué valores alcanzados por los criterios
está suficientemente satisfecho y cuáles son los criterios más importan-
tes, incluso si hay criterios en distintos niveles de prioridad. Personas y
organizaciones fijan sus metas como valores deseables. Estos valores de-
seados son los niveles de aspiración. El enfoque satisfaciente propuesto
por Herbert Simon en 1956 es la base para los modelos de metas y es una
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consecuencia de su Teoría de la Racionalidad Acotada o Limitada (Boun-
ded Rationality) que postula la incapacidad del cerebro humano de pro-
cesar toda la información disponible en sus mecanismos de toma de
decisiones. La consecuencia de esta limitación es que no podemos (ni
quizás necesitemos) optimizar, nos basta con satisfacer suficientemente.
Esta idea es lo que Simon denominó satisfacing traducido en castellano
por satisfaciente. Simon recibe el premio nobel de Economía en 1978 por
la formulación de esta teoría para la toma de decisiones en las organiza-
ciones –y aprovecho esta ocasión para invitar a los que me escuchan a
leer un artículo del profesor de nuestra universidad Alberto Hidalgo
Tuñón publicado el mismo año de la concesión donde se expone de una
manera muy ingeniosa las razones y sinrazones de esta elección de la aca-
demia sueca–.  Parece que la Teoría de Simon sigue estando en auge en
nuestros días y recientemente la idea de establecimiento de metas (sense
of purpose) fue utilizada profusamente por el creador de Facebook, Mark
Zuckerberg, en su discurso de graduación en Harvard (26/05/2017).  

Este paradigma decisional está muy relacionado con los procesos
cognitivos. De acuerdo a Mitchell (1997), en el centro de la teoría del es-
tablecimiento de metas se encuentra la idea de la acción con un propó-
sito. Las personas eligen las metas que se relacionan con la satisfacción
de sus necesidades; la aspiración y la búsqueda de metas son parte cen-
tral del proceso de la vida misma. La acción consciente y auto-dirigida
es la responsable de casi todo lo que las personas hacemos; esta búsqueda
incita el proceso motivacional.5

Y, según garcía Palomino, los procesos cognitivos que se precisan
para lograr la satisfacción son muy diferentes de los que se necesitan para
el cálculo de la utilidad esperada y por lo general requieren mucho menos
esfuerzo. Como consumidores, a menudo elegimos en función de la sa-
tisfacción. La satisfacción es una estrategia práctica, fiable y realista
desde el punto de vista computacional para la toma de decisiones en los
seres humanos (garcía Palomino, 2016). 
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La programación por metas es la técnica más utilizada en las apli-
caciones reales: recursos naturales, decisión en grupo, uso del agua, dis-
tribución de ayuda en emergencias humanitarias, etcétera. Mediante un
interesante artificio presentado por Charnes y Cooper en 1955, se consi-
gue transformar las metas en restricciones blandas, es decir, en relacio-
nes cuyo incumplimiento no genera la infactibilidad del modelo. Estos
autores introducen, en un apéndice de su artículo, las variables de des-
viación no deseadas, que son las que miden el incumplimiento de las
metas. En la literatura se han propuesto diversas variantes de estos mo-
delos atendiendo a la forma en que el vector de las variables no deseadas
es agregado en una función objetivo escalar. La mayor crítica a los mo-
delos de metas proviene de un detalle técnico: no está asegurada la efi-
ciencia paretiana de las soluciones satisfacientes, ya que si las metas (los
niveles de aspiración) fijados por el decisor son poco exigentes, es posible
que existan alternativas con mejores valores en todos los criterios. En
cualquier caso, se han desarrollado métodos (Hannan 1980, Jones y
Tamiz 2010, entre otros) que restauran la eficiencia de las soluciones de
programación por metas. Además, los métodos interactivos pueden ayu-
dar a establecer niveles de aspiración ajustados. Bajo estos patrones la
mejor decisión será aquella que alcance todas las metas. 

Los modelos de metas se enmarcan dentro de los métodos más ge-
nerales de punto de referencia, que han tenido gran desarrollo en la lite-
ratura y del que la llamada Programación Compromiso es otro ejemplo
relevante. 

3.3. Paradigma 3: Programación Compromiso 

¿Nos medimos con los mejores?

Las personas podemos tomar decisiones teniendo en cuenta los me-
jores valores para cada uno de los criterios. Estos mejores valores se llaman
ideales y, en general, son inalcanzables simultáneamente debido al frecuente
carácter contrapuesto de los criterios: no es posible mantener buenos servi-
cios sociales con un nivel muy bajo de impuestos, la teoría financiera postula
los movimientos opuestos entre rentabilidad y riesgo, el desarrollo tecnoló-
gico parece producir una disminución del mercado de trabajo, etcétera.
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La idea básica subyacente de la Programación Compromiso es que
la mejor decisión es aquella que está más cerca de la solución ideal (Yu,
1973 y Zeleny, 1974): cuanto más cerca esté una economía del pleno em-
pleo e inflación nula, mejor.  Para medir esta cercanía necesitamos utili-
zar el concepto de distancia (Figura 1). En esta metodología se utilizan
mayoritariamente las distancias Lp, aunque sería posible utilizar otras.
Como veremos en un ejemplo, el parámetro p que define la distancia que
se está utilizando no es solo un elemento matemático, sino que contiene
un significado preferencial que el analista debe clarificar al decisor. La
fijación del valor de p está muy ligado al tipo de problema a resolver. 

Figura 1. Programación compromiso con dos criterios

Una vez ya decidido qué distancia Lp conviene utilizar, se define
el tamaño de la frustración que produce una decisión que no alcanza la
solución ideal como la distancia entre esa decisión y la solución ideal.
Puesto que estar cerca de lo ideal es una forma de decidir racionalmente,
tenemos que buscar la alternativa que nos produzca menor frustración;
es decir, con menor distancia al imposible, ideal.  

El parámetro p, elegido para fijar la distancia Lp, tiene implica-
ciones en la decisión, como hemos dicho. Cuando p=1, la media del grupo
de criterios se maximiza, porque se utiliza la suma de las desviaciones de
cada resultado a su mejor valor posible para medir la distancia. En el caso
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de p=infinito, la máxima desviación al mejor valor se minimiza: esta
forma de medir está ligado a la equidad. Es importante saber si lo que se
pretende es encontrar lo mejor para el grupo, medido por la suma, o bien
en un contexto decisional dado es preferible no dejar ningún criterio con
un valor muy alejado de su ideal. Una distancia L1 (p=1) nos lleva a deci-
siones compensatorias, se equilibra un mal resultado con otro bueno. El
aumento del parámetro p supone dar mayor importancia a los criterios
mal posicionados hasta el caso límite en el que p vale infinito, donde el
criterio más alejado de su mejor valor determina la distancia. Por tanto,
la utilización de la distancia L∞ o también llamada distancia de 
Chebyshev da lugar a un modelo no compensatorio: buenos resultados
no compensan malos. En un contexto de elección social, un compromiso
L∞ trataría de mejorar al individuo más pobre y la L1 encuentra la mejor
suma de bienestares individuales. Hay que tener en cuenta que la pro-
piedad de compensabilidad puede ser inadmisible en el tratamiento de
algunos problemas, por ejemplo, si se trata de minimizar daños me-
dioambientales. 

En un contexto de decisión en grupo, la solución compromiso re-
presenta la solución de consenso, es decir, cada componente de dicha so-
lución representa lo que finalmente puede alcanzar cada agente del
grupo, y el punto ideal es el vector que contiene los resultados deseados
por cada agente. Por ejemplo, en la gestión de recursos forestales, el
grupo de los propietarios, de los conservacionistas y las autoridades ten-
drán distintas opiniones sobre lo que es mejor para el bosque y la pro-
gramación compromiso ofrece soluciones de consenso.

El orden preferencial definido a partir de la distancia al ideal ma-
temáticamente es un orden débil obtenido a partir del número real que
representa esa distancia: una alternativa será mejor que otra si su dis-
tancia al ideal es menor. Trabajando con modelos compromiso siempre
es posible comparar alternativas porque nos permite recuperar el orden
usual de los números reales. Además, las soluciones compromiso verifi-
can bajo condiciones muy generales la eficiencia paretiana. 

¿Qué papel tiene el decisor en un modelo compromiso? Supuesto
que los criterios y el espacio de decisión ya han sido determinados, esta
metodología da menos protagonismo al decisor que la programación por
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metas. Salvo la posibilidad de introducir ponderaciones para expresar la
importancia relativa de cada desviación y la elección del parámetro p, el
resto de los elementos se determinan técnicamente calculando el valor
óptimo de cada criterio. Parece que un agente decisor compromiso tiene
menos conocimiento del problema que uno que se decida por el modelo
de metas y deja más trabajo en manos de las matemáticas.  En todo caso,
ambos enfoques comparten la idea de punto de referencia como guía para
determinar la solución. Se han propuesto más recientemente otras me-
todologías cercanas a la Programación Compromiso como TOPSIS (Hwang
y Yoon, 1981) o VIKOR (Opricovic, 1998) que, además de la cercanía al
ideal, buscan la lejanía al anti-ideal. 

3.4. Paradigma 4: Funciones de valor

¿Qué valor le damos?

Aunque matemáticamente la Programación Compromiso asocia
un número real a cada alternativa, el enfoque de la función de valor para
decidir con criterios múltiples se desvía de esta idea al basarse en la asig-
nación de una utilidad o valor, en ambiente de certidumbre, a cada al-
ternativa. Se trata de una metodología que permite puntuar cada opción,
de forma que una mayor puntuación refleje una mayor preferencia del
decisor. Hay que señalar que esta forma de decidir es muy dependiente
de la información revelada por el decisor y, por ello, es el enfoque que
mayores controversias suscita en la comunidad científica. No es fácil ex-
traer información y, a veces, esta información es inconsistente. Podemos
decir que es el paradigma menos cerrado matemáticamente hablando,
pero el que da el papel principal al decisor y en el que las matemáticas
tratan, dentro de lo posible, de mantener la racionalidad del proceso. El
desarrollo de nuevas metodologías dentro de este marco y el perfeccio-
namiento de las ya existentes copa gran parte de la investigación actual
en multicriterio.

La primera cuestión que se debe resolver en este paradigma es dilu-
cidar el orden preferencial que subyace al uso de la función de valor para
tomar decisiones. Hay que tener en cuenta que no toda preferencia se puede
asociar a una función de valor. Se han estudiado las condiciones para la
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existencia de esa función que permite asignar un número real a cada alter-
nativa, de forma que si el agente decisor prefiere la alternativa A a la B, el
valor de A es mayor que el valor de B. Se demuestra que una función de
valor lleva asociado un orden estricto débil. La primera conclusión es, por
tanto, que, en general, salvo casos muy particulares como el discreto, no
existe una función de valor para representar al orden de Pareto.

La construcción de una función de valor puede ser complicada
puesto que necesita mucha información preferencial suministrada por el
agente decisor, no siempre fácil de obtener. Sin embargo, para un tipo
de funciones de valor, las aditivas monótonas, que implican separabilidad
de las preferencias, se han propuesto metodologías (Teoría de la Utilidad
Multiatributo, Keeney y Raiffa, 1976) que han tenido una amplia acepta-
ción en la resolución de problemas reales con un número finito de alter-
nativas a elegir. 

Otra importante metodología en esta categoría es el Proceso Analí-
tico Jerárquico (AHP) formulado por Saaty en 1980 cuya base matemática
es el teorema de Perron-Frobenius. Los modelos AHP han tenido mucho
éxito en la tarea de ordenar un número finito de alternativas que aparecen
en problemas como selección de candidatos, localización, etcétera. Su me-
todología consta de tres etapas. En la primera se diseña una jerarquía para
representar el problema (Figura 2). En el nivel superior de la jerarquía se
coloca la meta global y en los sucesivos niveles los demás aspectos relevan-
tes. En el último nivel de la jerarquía se sitúan las alternativas. En la se-
gunda etapa, llamada de valoración, se incorporan las preferencias del
agente decisor mediante juicios de valor entre dos elementos decisionales
del mismo nivel usando la llamada escala fundamental de Saaty (1980) for-
mada por los primeros 9 números naturales impares en la que el 1 se inter-
preta como que los dos elementos comparados son igualmente importantes
y el 9 se interpreta como importancia extrema de un elemento frente al otro.
Saaty impone la reciprocidad en las comparaciones a pares, es decir, si al
par (A, B) el decisor le asigna el 9, el par (B, A) tendría asignado el valor
1/9. Las matrices que contienen todos estos juicios aportados por el decisor
y sus correspondientes recíprocos forman las denominadas matrices de
comparación. Estas matrices recogen la información sobre la dominación
relativa de un elemento frente a otro respecto de un criterio del nivel supe-
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rior inmediato de la jerarquía. En la tercera etapa de la metodología se re-
alizan dos tareas: la priorización, es decir, la determinación de los pesos de
importancia relativos, y la síntesis, es decir, resumir toda la información
generada en las prioridades totales de las alternativas. Estas prioridades to-
tales se utilizan para ordenar, seleccionar y distribuir entre las alternativas
consideradas, según el tipo de problema en estudio. A pesar del éxito del
método de Saaty, se han presentado algunos inconvenientes: inconsistencia
de los juicios de valor, dependencia de los criterios, cambio de rango ante
alternativas irrelevantes, etcétera que se han tratado de superar con la in-
troducción de mejoras, por ejemplo, los Procesos de Redes Analíticas (ANP)
que permiten el tratamiento de la dependencia entre criterios. 

Pero muchas de las dudas y controversias que plantea la metodo-
logía de Saaty son comunes a todo el paradigma multicriterio. ¿Debemos
comparar para obtener las importancias o pesos relativos de los criterios
de decisión, o somos capaces de obtener estos pesos mediante asignación
directa? ¿Es más fácil comparar a pares teniendo en mente un objetivo?
¿Qué escala de comparación pareada debemos usar: de cociente o de di-
ferencia, con muchos o con pocos valores? Es decir, ¿es más fácil y más
correcto hablar de dos veces más importante que de 50 unidades más
importante?  ¿Qué relación debe haber entre la forma sintáctica (expre-
sión lingüística), por ejemplo, mucho más importante y la forma semán-
tica (representación numérica), por ejemplo, 7 en la escala de las
comparaciones pareadas? Volveremos sobre algunas de estas cuestiones
en las aplicaciones que presentaré.

Figura 2. Modelo AHP para presupuesto participativo del Ayuntamiento de Zara-
goza. Fuente: www.zaragoza.es/ciudad/presupuestos-participativos/ecogno.htm
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4. Aplicaciones

La toma de decisiones es intrínseca a la actividad humana y sería,
por tanto, imposible abordar todos los ámbitos donde se aplican o pue-
den aplicarse modelos multicriterio, de modo que he seleccionado algu-
nos que sirvan como ejemplo, con los que pretendo mostrar su
versatilidad y adaptación a muy diferentes problemas. 

Ya que he empezado hablando de los pilares de la felicidad, mi pri-
mer ámbito de aplicación será la salud y me voy a centrar en mostrar
cómo estas técnicas pueden ayudar a mejorar dos cuestiones relativas a
los servicios sanitarios que preocupan a toda la población: que la atención
se dispense lo antes posible y que la curación sea la mejor posible. Con-
cretamente, me extenderé en el diseño de listas de espera y la mejora de
tratamientos radioterápicos. 

4.1. Aplicaciones de técnicas multicriterio en el 

ámbito de la salud. Listas de espera

La priorización del acceso de los pacientes a los servicios sanitarios
es un tema de suma importancia para cualquier sistema sanitario pú-
blico. Tanto los usuarios como los clínicos necesitan disponer de meto-
dologías para construir listas de espera transparentes, consistentes,
eficaces, equitativas y con el mínimo número de fallos. Toda la informa-
ción necesaria para ordenar los casos debe provenir de equipos clínicos
que consensúen la necesidad y premura para recibir el tratamiento y la
capacidad del paciente para beneficiarse de ese tratamiento. No es fácil
para los especialistas hacer esta tarea solos porque se enfrentan a múlti-
ples criterios en muchos casos contradictorios y los pacientes en parti-
cular y la sociedad en general exigen métodos verificables. Por tanto,
parece que el problema del diseño de listas de espera es un problema de
ordenación multicriterio y así lo refleja la literatura en la que podemos
encontrar propuestas para resolver este problema. Algunas de ellas uti-
lizan el Proceso Analítico Jerárquico de Saaty (Koch y Rowell, 1997, 1999,
Lin y Harris, 2013, Matthew et al. 2008) o extensiones de él como el Pro-
ceso de Redes Analíticas (ANP). Mientras que aplicar el Proceso Analítico
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Jerárquico (AHP) supone una relación jerárquica unidireccional, el Pro-
ceso de Redes permite interrelaciones entre niveles de decisión. El nodo
de nivel superior en AHP no depende de los niveles inferiores y los ele-
mentos presentes en un nodo son también independientes entre sí. Esta
red en una dirección puede no ser válida para representar las interaccio-
nes complejas y retroalimentaciones que pueden presentarse en el sis-
tema a modelizar. 

Estos modelos ANP han sido utilizados, por ejemplo, en la elabo-
ración de listas de espera para trasplantes de órganos (Abbasgholizadeh
y Jamshidi, 2014). En el nivel superior se consideran los criterios, clús-
teres en este modelo: urgencia, eficiencia, beneficio y equidad que se des-
glosan en subcriterios o nodos, aceptados por la comunidad médica.  Así,
para el criterio URgENCIA, entendido como el número previsto de meses
de vida durante el siguiente año sin trasplante, se pueden asociar diversas
métricas como, por ejemplo, el Modelo para la Enfermedad Hepática
Terminal (MELD), la escala de Child–Turcotte– Pugh (CTP) etcétera. Para
el criterio EFICIENCIA, es decir, el resultado esperado tras el trasplante,
teniendo en cuenta las características del donante y el receptor, los sub-
criterios podrían ser métricas como: años de vida de trasplante (LYFT),
compatibilidad, supervivencia y conformidad que evalúa la capacidad o
voluntad del paciente para cumplir con el tratamiento postrasplante.
Para evaluar el criterio BENEFICIO del paciente después de un trasplante,
algunos estudios consideran subcriterios como: el aumento de años de
vida, la independencia física, una medida de la capacidad postoperatoria
para vivir una vida normal y productiva (Lin y Harris 2013), el coeficiente
de Inteligencia y el reconocimiento: muchas personas creen que los ciu-
dadanos prominentes y distinguidos deben ser reconocidos y tratados de
manera diferente (Kolata, 1995). Por último, la EQUIDAD se refiere a la
asignación justa y neutral de los órganos a los receptores. Se puede des-
glosar en subcriterios como lugar de residencia, tiempo de espera, días
desde el último trasplante, edad, género y equidad racial. Un modelo de
asignación equitativa debe discernir tales desigualdades y mantener un
alto nivel de aceptación de órganos (Lin y Harris 2013). Una vez definidos
los criterios, subcriterios y las relaciones entre ellos, el equipo experto
debe realizar las comparaciones pareadas entre elementos conectados a
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un nodo padre que representa el aspecto a tener en cuenta. Todas las
comparaciones se almacenan en matrices y se resumen en prioridades
que representan el vector propio dominante normalizado. La supermatriz
contiene todos estos elementos y tras cierta manipulación matemática
se consigue obtener los pesos de importancia de todos los puntos de vista
implicados en la decisión y la priorización de los pacientes.

Figura 3. ANP para lista de trasplante de órganos.
Fuente: Abbasgholizadeh y Jamshidi, 2014.

Otro grupo importante de metodologías aplicadas a este problema
son ciertos modelos de valor multiatributo aditivos llamados Sistemas
de Puntos en los que se determinan un conjunto de criterios para decidir
las prioridades relativas de los pacientes y cada criterio puede tomar va-
lores clasificados en varias categorías excluyentes. A cada categoría se le
asigna un número de puntos para reflejar tanto la importancia relativa
del criterio como su nivel de gravedad (Tabla 1). De la suma de los puntos
correspondiente a cada criterio se obtiene la puntación total de cada pa-
ciente que permitirá la ordenación. Los primeros Sistemas de Puntos que
se aplicaron (Hadorn y Holmes, 1997) partieron del acuerdo de los espe-
cialistas médicos sobre los criterios relevantes, y sus correspondientes
categorías. Estos criterios representan factores clínicos asociados a la se-
veridad de la enfermedad, siendo los especialistas los que tienen que asig-
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nar los puntos directamente a cada categoría-criterio. Estas puntuaciones
se refinaron mediante regresiones de las evaluaciones clínicas en la escala
de calificación de la urgencia de los pacientes frente a sus características
en términos de los criterios del modelo. Sin embargo, estos primeros in-
tentos presentaron inconvenientes y fallos debidos fundamentalmente a
la arbitrariedad en la asignación de puntos a las categorías de cada crite-
rio. Parece desprenderse que la asignación directa era complicada para
los especialistas. 

Se han propuesto varias metodologías que tratan de mejorar el
proceso de puntuación (scoring) para estos modelos multiatributo adi-
tivos. El método PAPRIKA (Potentially All Pairwise RanKings of all pos-
sible Alternatives) propuesto por Hansen y Ombler (2009) está usándose
en sistemas públicos de Nueva Zelanda, Canadá y Reino Unido. La idea
fundamental de este método es obtener los puntos para cada par catego-
ría-criterio a partir de la ordenación de pares de alternativas no domi-
nadas. 

¿Cuál de estos dos pacientes tiene mayor urgencia para cirugía de

bypass de arteria coronaria?

Así, por ejemplo, el equipo de especialistas debe decidir si el pa-
ciente representado en la caja izquierda debe acceder antes, después o a
la vez a la cirugía que el paciente de la caja derecha, supuesto que ambos
son idénticos en el resto de los aspectos. La condición de no dominadas
que se exige a las dos alternativas que se comparan supone, en el caso de
dos criterios, que si la categoría-criterio en un paciente es superior a la
del otro, lo contrario ocurre en la otra categoría-criterio. Para el caso ge-
neral, un par de alternativas no dominadas bajo n criterios, serán aque-
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Fracción de eyección del 
ventrículo izquierdo (FEVI).  
FEVI=30-50!% 

 

Fracción de eyección del ventrículo 
izquierdo (FEVI).  
FEVI >50!% 

Beneficio pronosticado de la 
calidad de vida después de la 
cirugía. 
Ninguno/Pequeño 
beneficio 

Beneficio pronosticado de la calidad 
de vida después de la cirugía. 
Moderado beneficio 

!!!!!!!Fuente: Adaptado de Hansen y Ombler (2009) 
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llas que presentan comportamientos contrapuestos en al menos dos cri-
terios, por tanto, son incomparables según el orden de Pareto. Así la op-
timalidad de Pareto permite eliminar del proceso de comparación las
alternativas dominadas y el resto se comparan a pares teniendo en cuenta
las preferencias del decisor que, en este contexto, viene representado por
el conocimiento experto.

El equipo de especialistas debe proporcionar una única ordenación
para cada par de alternativas, siendo el proceso de decisión iterativo; si
en la primera ronda no hay unanimidad, se abrirá un turno de conversa-
ciones hasta llegar a un consenso o a una decisión por mayoría. Mate-
máticamente, la comparación pareada de alternativas produce una
desigualdad (preferencia) o igualdad (indiferencia) entre las categoría-
criterio implicadas en las alternativas comparadas. El objetivo es conse-
guir un sistema de inecuaciones lineales que permitiría obtener los
puntos asignados a las categoría-criterio de acuerdo a las preferencias
del equipo médico.  Técnicamente surgen dificultades ¿qué carga com-
putacional tiene generar todas estas desigualdades y resolver el modelo
de programación lineal correspondiente? ¿cuántas comparaciones podría
realizar el equipo experto?

En principio, el decisor debería ser capaz de ordenar todos los
pares de alternativas no dominados pero el sistema diseñado aplica la
transitividad y, por tanto, muchas comparaciones no son necesarias.
Cada vez que se genera una decisión al comparar dos alternativas, se in-
tentan identificar las parejas que se pueden ordenar sin intervención del
equipo médico, es decir, las ordenaciones que se obtienen como conse-
cuencia de las ya determinadas. De esta forma se evitan comparaciones
superfluas e inconsistencias. Otra cuestión a tener en cuenta en este sis-
tema de puntuación es el número de criterios que se tienen que comparar
en cada par de alternativas, ya que un mayor número de criterios es una
fuente de complejidad para el equipo decisor; es mucho más fácil com-
parar de acuerdo a solo dos criterios. En un experimento recogido por
Hansen y Ombler (2009), un equipo de 5 clínicos fue capaz de ordenar
53 pares de alternativas con dos criterios en una sesión de 72 minutos. 

Este Sistema de Puntos presenta, por tanto, diferencias con el Pro-
ceso Analítico Jerárquico. Ahora se comparan solo alternativas, la tran-
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sitividad está asegurada por la propia construcción del algoritmo, el sis-
tema de puntuaciones se diseña para cualquier alternativa posible; es
decir, se generan las puntuaciones independientemente de los pacientes
que aparecen en la lista en ese momento, esto hace que el sistema sea
mucho más transparente. 

Podemos considerar el problema de generar las listas de espera
con esta metodología como un problema intermedio entre los modelos
multicriterio continuo y discreto. En este caso, las alternativas son los
pacientes representados por los valores en los criterios de decisión de-
terminados por los equipos clínicos, el modelo no utiliza a los pacientes
actuales que están en el sistema, sino que se consideran todas las posibi-
lidades para los resultados de los criterios, es decir, se construye un mo-
delo exhaustivo, cualquier llegada al sistema es directamente puntuada
y no es necesario rediseñarlo. Solo nuevas evidencias médicas cambiarían
el diseño del sistema.   

Hansen y Ombler (2009), a partir de simulaciones, obtienen re-
sultados que indican que otros métodos de puntuación alternativos ne-
cesitan un menor número de comparaciones que el sistema PAPRIKA, pero
se puede objetar que las comparaciones a pares sobre alternativas no do-
minadas son de menor complejidad. El experto solo tiene que decidir
cuál de los dos pacientes tendría una prioridad mayor. Son necesarios
estudios que confirmen la dificultad cognitiva de expresar las evaluacio-
nes de las preferencias con respecto a la relativa importancia de criterios
y categorías en una escala de razón o de intervalo. 

Para intentar responder a alguna de las dudas y controversias
mencionadas anteriormente, he utilizado dos metodologías multicriterio
para un mismo problema (las listas de espera), en la primera se compa-
ran los aspectos a tener en cuenta en la decisión y el decisor debe deter-
minar cuál es la importancia relativa de cada uno de ellos, además la
escala de comparación es en proporción, es decir, en cociente, y con la
escala de Saaty. En el segundo ejemplo, se comparan las alternativas y
utilizamos la diferencia positiva para determinar qué paciente tiene
mayor prioridad sin escala fijada. ¿Cuál de las dos es mejor? Ya tenemos
otra elección multicriterio, y, en este caso, los usuarios de los modelos
tienen la última palabra. Las comparaciones entre diversas metodologías
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para abordar un mismo problema son imprescindibles siendo, en gene-
ral, las ordenaciones resultantes de ellas muy similares salvo pequeños
cambios de orden que suelen producirse cuando las alternativas son muy
parecidas. Cabe pensar que, si las ordenaciones son muy divergentes bajo
dos metodologías multicriterio distintas, el diseño de criterios, subcrite-
rios, relaciones, etcétera debe ser revisado por los equipos médicos.

4.2. Radioterapia de Intensidad Modulada

Otra aplicación interesante de las técnicas de optimización mul-
tiobjetivo se dedica a mejorar la efectividad de los tratamientos de Ra-
dioterapia de Intensidad Modulada (IMRT). La IMRT es un tratamiento
tridimensional conformado que es capaz de generar un haz de irradiación
de intensidad no uniforme (modulada) asignando de forma óptima dife-
rentes pesos a pequeñas subdivisiones de los haces llamados beamlets o
bixeles (Manterola et al., 2009). La modulación del haz de irradiación se
logra mediante el uso de los colimadores multihojas que permiten dis-
minuir la dosis en los tejidos sanos y aumentarla en la zona tumoral (Fi-
gura 4).
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Tabla 1: Sistema de puntos para cirugía cardiaca 

Fracción de eyección del ventrículo izquierdo (FEVI)   
FE < 30!%,  isquemia reversible leve/ninguna 0  

FE > 50!% 4 

FE = 30 - 50!% 27 

FE < 30!% con isquemia reversible 35 
Beneficios previstos para calidad de vida después de la cirugía 
Ninguno / Pequeño beneficio 0  
Moderado beneficio 27 
Gran beneficio 35 
Insuficiencia ventricular izquierda (IVI) por isquemia   

No 0  

Si 22 

 
Fuente: Adaptado de Hansen y Ombler (2009) 
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Figura 4: Fuente Mejía (2012)

En general, los problemas de determinación de los tratamientos
óptimos de dosificación radioterápica son, en esencia, multiobjetivo con
criterios claramente contrapuestos: administrar la dosis conveniente en
la zona tumoral preservando lo máximo posible los tejidos sanos circun-
dantes (órganos en riesgo y tejidos normales sanos). Sin embargo, ini-
cialmente los modelos matemáticos usados para resolverlos eran
exclusivamente uniobjetivo, y se minimizaba la suma ponderada de los
objetivos en conflicto; este enfoque presenta dificultades porque resulta
complicado determinar los pesos que aparecen en esa suma ya que no
tienen un significado claro para el especialista clínico. A partir del año
2002, gracias a los investigadores Hamacher y Küfer, aparecen diseños
multiobjetivo para resolver el problema de la dosificación IMRT. 

Los modelos multiobjetivo aplicados a este problema tratan de su-
perar algunas dificultades que se presentan cuando se aplican métodos
clásicos uniobjetivo ¿cómo se agregan esos objetivos en conflicto? ¿tiene
sentido esta agregación? ¿hasta qué punto puede ser el modelo compen-
satorio? La investigación de este tipo de problemas parece inclinarse ma-
yoritariamente por utilizar la optimalidad de Pareto. Sabemos que
obtener la frontera eficiente tiene su complicación, los algoritmos gené-
ticos se han utilizado para esta tarea, pero quizás los métodos interactivos
tienen más éxito porque no generan tantas soluciones sin sentido clínico
y además en los métodos interactivos el equipo experto puede decidir
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qué parte de la frontera eficiente tiene interés, qué tasas de compensación
puede admitir para pasar de un plan de dosificación eficiente a otro y
cuáles no. En resumen, puede enseñar al problema según su conoci-
miento y también puede aprender del problema puesto que el modelo
les proporciona soluciones desconocidas que tienen que validar o recha-
zar. Además, es posible analizar la sensibilidad de un objetivo ante cam-
bios en otro, por ejemplo, el impacto, suave o brusco, en los otros
objetivos de la planificación ante un cambio en la dosis sobre el volumen
crítico.

La optimalidad de Pareto también permite investigar una cuestión
que es importante para los clínicos ¿qué ocurre con los tratamientos efi-
cientes si se cambian las funciones objetivo? El interés de poder respon-
der a esta pregunta es que existe controversia sobre la elección de la
función objetivo adecuada. Se han utilizado funciones objetivo basadas
tanto en respuestas biológicas como en dosis (Craft et al. 2005, Palta et
al. 2003), pues hay que tener en cuenta que las funciones biológicas con-
tienen parámetros inciertos. Algunas funciones utilizadas en los proble-
mas de dosimetría óptima son (Figura 5): la máxima desviación entre la
dosis recibida y el nivel deseado, la dosis media, la dosis equivalente uni-
forme, la probabilidad de controlar localmente el tumor (TCP), la proba-
bilidad de complicación en el tejido normal (NTCP) y el riesgo de generar
cáncer secundario por dosis periféricas: TCP, NTCP y SMNn risk por sus
nombres en inglés, respectivamente (Sánchez-Nieto 1999, 2000; Nahum
y Sánchez-Nieto, 2001). Un resultado matemático (Romeijn et al. 2004)
permite sustituir una función por otra que sea una función creciente de
la primera en la determinación de la frontera óptima de Pareto; así, bajo
ciertas condiciones, se trabaja indistintamente con la probabilidad de
complicaciones en el tejido normal (NTCP) o con la dosis equivalente uni-
forme (EUD). 
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Figura 5. Funciones que modelan la respuesta de un paciente a un 
tratamiento concreto de RT. Fuente: Sánchez Nieto (2011).

Entre los métodos interactivos que dan buenos resultados está el
método NIMBUS (Miettinen y Mäkelä, 2006), que se basa en una clasi-
ficación del comportamiento de los objetivos en cada solución óptima de
Pareto obtenida, según los siguientes casos:

(1) Funciones cuyos valores deben mejorarse.
(2) Funciones cuyos valores deben mejorarse hasta un nivel de aspi-

ración deseado.
(3) Funciones cuyos valores son satisfactorios.
(4)Funciones cuyos valores pueden empeorar hasta un cierto nivel.
(5) Funciones cuyos valores pueden cambiar libremente. 

Así, el equipo médico dirige la búsqueda del mejor tratamiento a
partir de una solución eficiente donde debe determinar si, por ejemplo,
el objetivo de máxima desviación de la dosis en el volumen blanco de su
nivel deseado debe mejorarse hasta un cierto nivel. En esta situación, el
tratamiento óptimo de Pareto en estudio tiene este objetivo clasificado
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en la situación (2) y ese nivel de mejora debe ser fijado por el analista.
También puede ser que, en esta misma planificación, la dosis media en
algún órgano en riesgo deba mejorarse: se clasifica, entonces, este obje-
tivo como en situación (1), etcétera. Con esta información revelada por
el equipo experto se plantean modelos escalares que tratan de encontrar
soluciones que se ajusten lo más posible a todas estas preferencias. El
proceso se repite iterativamente hasta encontrar un plan de dosificación
eficiente, por tanto, no se puede mejorar ningún objetivo sin empeorar
algún otro, que además se ajuste al conocimiento del personal experto.

Otro tipo de modelos multiobjetivo que se ha aplicado con éxito
para resolver problemas de optimización de dosis es el método lexico-
gráfico (Figura 6) en el que los objetivos se agrupan según su prioridad
para el equipo médico; solamente si los objetivos más importantes se al-
canzan se puede abordar la mejora de los otros. La resolución se lleva a
cabo secuencialmente, en cada paso se resuelve una prioridad, es decir,
un modelo que minimiza el objetivo (o suma de los objetivos) en esa prio-
ridad en un espacio factible definido para no empeorar los valores de los
objetivos situados en los niveles de prioridad superiores; por tanto, cada
una de las métricas de planificación que el equipo clínico ha determinado
como más importantes no pueden empeorar el valor que han alcanzado
en su prioridad. Como hemos dicho, este método siempre tiene el peligro
de cualquier estrategia lexicográfica: podría haber objetivos clínicos que
no se tienen en cuenta, en consecuencia, el equipo experto debe valorar
si la solución encontrada es aceptable o debe cambiar las prioridades y
ejecutar el nuevo modelo, para lo que también sería necesario un proceso
interactivo.

Podemos concluir que cada avance en el tratamiento de imágenes,
en tecnologías más precisas en la administración de los haces de irradia-
ción, en descubrimientos clínicos sobre las respuestas biológicas de los
pacientes, implicarán también un nuevo reto matemático. Será necesario
construir funciones matemáticas y técnicas más sofisticadas de búsqueda
de planes de irradiación más eficientes en la zona tumoral y con mínimo
daño en los órganos y tejidos sanos circundantes.  
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Figura 6: Histograma de dosis-volumen para la zona tumoral (PTV) con dos
órganos en riesgo (OAR) para 4 niveles de prioridad. Fuente: Adaptado de
Jee et al. (2007)

4.3. Aplicaciones de técnicas multicriterio en 

el ámbito de la Economía

Recordemos que el segundo pilar de la felicidad era el dinero; en
efecto, sabemos que la economía es una parcela importante en la vida de
las personas.  Los ámbitos económicos a los que se han aplicado este tipo
de técnicas son inabarcables, así que he elegido dos de ellos donde los
aspectos de rentabilidad económica vienen acompañados de preocupa-
ciones sociales y medioambientales y que, además, están relacionados
con la docencia impartida en la Facultad Jovellanos y con la investigación
de mi grupo, respectivamente.

4.4. Ecoturismo con ayuda de análisis multicriterio

El turismo, como actividad económica que necesita la interrelación
y compromiso de muchos agentes valorando los distintos aspectos im-
plicados en ella, ha sido también analizado mediante análisis multicrite-
rio. 
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Además del evidente interés que tiene este tema, esta aplicación
permite referirme a una técnica que no podía faltar hoy aquí. Las meto-
dologías multicriterio desde casi su origen han utilizado la lógica difusa,
en la que la Universidad de Oviedo cuenta con excelentes grupos de in-
vestigación. Quiero aprovechar la ocasión para rendir homenaje al pro-
fesor Pedro gil, pionero en esta línea de investigación y que, aunque
ausente en este acto, está presente en nuestro recuerdo.

El turismo como una industria importante, y que de momento no
se puede externalizar, suscita el interés de todas las administraciones pú-
blicas y de numerosos grupos sociales. Hay muchos aspectos a valorar
cuando se trata de la gestión turística, aspectos que pueden entrar en
conflicto y no será posible encontrar la mejor alternativa que ofrezca un
mejor comportamiento para todos ellos. En consecuencia, el turismo es
un campo donde la investigación multicriterio ha aportado soluciones.
Se han estudiado temas muy diversos como las cuestiones a mejorar en
hoteles de balneario (Chen et al. 2011) para alcanzar una buena rentabi-
lidad financiera, la elección de destinos turísticos, el diseño de políticas
de emprendimiento (Jafari-Moghadam et al. 2017), la implementación
de políticas turísticas (Liu et al. 2012), modelos de evaluación y mejora
para sitios web de parques nacionales (Tsai et al. 2010), etcétera. 

La Asamblea general de las Naciones Unidas ha declarado 2017
como Año Internacional del Turismo Sostenible para el Desarrollo. La
protección medioambiental y la equidad social son dos objetivos ambi-
ciosos que según la ONU los viajeros pueden ayudar a conseguir. Las ini-
ciativas pretenden favorecer una manera de explorar el planeta que tenga
un impacto bajo sobre la naturaleza y que sea un medio de crecimiento
para los países en dificultades. En la Conferencia de las Naciones Unidas
sobre Desarrollo Sostenible (Río + 20) se reconoció que, «bien diseñado
y bien gestionado, el turismo puede contribuir a las tres dimensiones del
desarrollo sostenible (económica, social y medioambiental), a la creación
de empleo y al comercio».

El ecoturismo (Butowski, 2012), como parte del desarrollo soste-
nible, definido en el informe Bruntland (WCED, 1987) como aquel des-
arrollo que «satisface las necesidades del presente sin comprometer la
capacidad de las generaciones futuras para satisfacer sus propias nece-
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sidades», comparte con este el carácter temporal que implica una res-
ponsabilidad intergeneracional de preservación de la naturaleza. Tam-
bién está presente el carácter espacial debido a la interacción entre los
sistemas natural y social en el mismo espacio. El turismo sostenible es,
por tanto, multidimensional e implica diversos criterios. Es necesario di-
señar políticas de desarrollo económico compatibles con la biodiversidad,
el equilibrio ecológico y la equidad internacional e intergeneracional. 

Durydiwka et al. (2010) asumen que el Turismo Sostenible se re-
fiere principalmente a 3 tipos de turismo: el primero relacionado con el
entorno natural (TS_natural), el segundo relacionada con los valores cul-
turales (TS_cultural) y, por último, un turismo que exige ciertas habili-
dades de los viajeros (TS_cualificado). A partir de esta idea plantean la
siguiente fórmula para recoger el Turismo Sostenible:

siendo k un factor de corrección.6
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Tabla 2: Definiciones de Ecoturismo 

Es un viaje responsable a la naturaleza donde la flora, la fauna y el patrimonio 
cultural son los principales atractivos para conservar el medio ambiente y mejorar el 
bienestar de la población local. (Boo, 1990). 

Se puede describir con los siguientes cinco conceptos: conservación de la naturaleza, 
bajo impacto, sostenibilidad, participación significativa de la comunidad y educación 
ambiental. (Ars y Bohanec, 2010). 

Es una forma de turismo sostenible que se espera que contribuya a la conservación 
del medio ambiente y el desarrollo de la economía. (Jeong  2014). 

Es una estrategia de desarrollo sostenible basada en cinco principios: Estimular la 
conservación del medio ambiente, fomentar la participación de la comunidad 
(trabajando en cooperación con la población local), el empoderamiento de los grupos 
vulnerables (por ejemplo, las mujeres), proporcionar beneficios económicos (por 
ejemplo, empleos) y preservar la cultura local. (Cobbinah, 2015). 

!
!
!
!
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!
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6 Recogido en Butowski, 2012.



La clasificación del TS en estas tres categorías no excluyentes im-
plica que el desarrollo de iniciativas empresariales de ecoturismo debería
llevar asociado un análisis de la idoneidad del territorio para recibir via-
jeros de cada categoría. 

La aplicación conjunta de técnicas multicriterio con los sistemas
de información geográfica permite conseguir mapas de adecuación para
la implantación de ecoturismo. Construir estos mapas puede conside-
rarse, matemáticamente, un problema de clasificación. Cada zona reci-
birá una etiqueta que indicará la idoneidad para recibir alguna clase de
TS. Podemos asimilar este problema con el de las listas de espera para
cirugía de baipás: cada paciente es sustituido por una zona determinada
con unas ciertas características naturales y socio-demográficas. Pero,
como veremos a continuación, la existencia de muchos criterios en los
que el espacio de resultados es continuo podría exigir otro tipo de repre-
sentación de los juicios de los expertos. 

Es importante definir los criterios necesarios para localizar las
zonas propicias para el desarrollo de actividades turísticas sostenibles y
para rechazar aquellas que no lo son por incluir ecosistemas frágiles o
por no presentar encanto o atractivo turístico. Una revisión bibliográfica
sobre los criterios utilizados en este tipo de estudios puede consultarse
en gigović et al. (2016). En todo caso, los criterios se deben adaptar a la
región estudiada y siempre deben ser propuestos por los expertos de cada
disciplina implicada.
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Tabla 3. Criterios para zonificar el desarrollo ecoturístico 

Criterios Grupos o Clústeres 

Altitud 
Pendiente 
Orientación 
Visibilidad  

 
Topografía 

Temperatura 
Precipitación  
Características geológicas  
Características del suelo 

 
Naturaleza 

Tipo y densidad de la vegetación 
Uso del suelo 
Área protegida 
Distancia a recursos hídricos  

 
Medioambiente 

Distancia a poblaciones 
Distancia a carreteras 
Distancia a lugares culturales 
Distancia a factores negativos 

 
Socio-económico 

 
Fuente: Adaptado a partir de Gigovi! et al. (2016). 
!



Como se puede observar, la información que es necesario procesar
es mayoritariamente objetiva, pero debe ser valorada por expertos, in-
cluidos los grupos sociales implicados y las administraciones. 

Cualquier forma de extraer y modelizar conocimiento experto es
complicada. 

¿Puede el experto valorar la adecuación a los tipos de TS de los di-
ferentes resultados que pueden alcanzar los criterios? ¿y que, además,
estas valoraciones estén normalizadas? Por ejemplo: ¿se puede otorgar
un valor de adecuación a una altitud de 800m para un turismo de natu-
raleza? ¿pueden ser suaves esas valoraciones; es decir, sin cambios brus-
cos en caso de que haya pequeños cambios en los resultados de los
criterios? ¿pueden reflejar la opinión del experto de forma razonable-
mente válida? 

La respuesta es afirmativa, se puede hacer todo eso si utilizamos
la herramienta adecuada: la normalización basada en funciones de per-
tenencia. Es decir, asignar un número entre 0 y 1 que mida la satisfac-
ción/compatibilidad del valor alcanzado por el criterio con el tipo de
turismo que se está valorando implantar. La utilización de funciones de
pertenencia provenientes de la lógica difusa permite graduaciones suaves
que van desde la inadecuación total (con un grado de pertenencia igual
a 0) hasta la total adecuación (con un grado igual a 1) pasando por cual-
quier valor comprendido entre 0 y 1. Los expertos y decisores tienen que
determinar cuáles son esos parámetros que definen la función de perte-
nencia de tipo lineal, sigmoidal, gaussiana, logística, etcétera a utilizar
en el modelo. 

Otra cuestión importante es cómo agregar todas las valoraciones
generadas para cada celda en el sistema geográfico, las dos herramientas
necesarias son el operador matemático utilizado (suma, producto, mí-
nimo, máximo) y los pesos de importancia que se tienen que aplicar. La
media ponderada es un operador de agregación admisible en muchos
ámbitos; por ejemplo, algunos investigadores lo han utilizado (gigović
et al. 2016) en este mismo que analiza las condiciones territoriales para
desarrollar iniciativas ecoturistas, aunque también sería posible utilizar
métodos como TOPSIS, VIKOR (Opricovic y Tzeng 2004), operadores OWA

(Yager 1988) o la integral de Choquet (Choquet, 1953, grabisch, 1996).
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La fijación de pesos, es decir determinar la importancia relativa
de los criterios, es un problema muy importante en cualquier método
multicriterio y la forma de llevarla a cabo da lugar a distintas metodolo-
gías; por ejemplo, la metodología AHP y sus extensiones que, como he
dicho, utiliza las comparaciones a pares como paso previo a la determi-
nación de esos pesos.

Debido a las fuertes interrelaciones presentes en los criterios aso-
ciados al desarrollo de actividades de turismo sostenible, es necesario di-
señar redes o mapas de influencia a partir de los que sería posible obtener
los pesos de importancia. Ejemplo de estas metodologías capaces de ge-
nerar relaciones causa-efecto es DEMATEL (Decision Making Trial and
Evaluation Laboratory) desarrollado en el Centro de Investigaciones de
ginebra del Instituto Battelle en los años setenta por Duval et al. (1974)
y basado en la teoría de las cadenas de Markov. DEMATEL, como también
el método ANP, permite eliminar la restricción de la independencia de los
criterios; ahora se pueden considerar las posibles influencias entre ellos
y obtener pesos de importancia relativa identificando cuáles son los fac-
tores que reciben influencia y cuáles los que ejercen influencia. Además,
la determinación de los elementos que son causas permitirá poner el én-
fasis en ellos. Para conseguir estos mapas de influencias es necesario la
participación directa de expertos en desarrollo turístico, planificación es-
pacial y protección medioambiental. El método DEMATEL se basa en uti-
lizar una escala numérica desde 0 (no influencia) a 4 (mucha influencia)
para determinar el grado de influencia de un elemento de decisión sobre
el otro. A partir de esta matriz de influencias se determinan los mapas
Impacto-Relación. 

Una vez calificadas todas las zonas territoriales tras aplicar la suma
ponderada de valoraciones sobre todos los criterios, se puede generar ca-
tegorías a partir de la partición del intervalo [0,1]. Estas categorías indi-
can qué tipos de actividades turísticas serían convenientes en cada una.
Zonas con fuerte sensibilidad ecológica en las que actividades incontro-
ladas pueden producir serios daños en el medioambiente y, por tanto, el
turismo debe limitarse y aplicar fuertes restricciones en cuanto al número
de visitantes, duración de la estancia, comportamientos etcétera. Otras
zonas cuya riqueza etnográfica puede ser un valor interesante para el eco-
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turista o zonas con poca población y muy envejecida a las que este tipo
de turismo puede aportarles una posibilidad de desarrollo sostenible. 

El tratamiento sistemático de todos los elementos implicados en
el ecoturismo permitirá tomar decisiones más acertadas y detectar los
puntos fuertes y débiles de cada territorio.

4.5. Inversión Socialmente Responsable

Otro caso de optimización multicriterio es la Inversión Social-
mente Responsable que se refiere a la actitud de aquellos inversores que
tienen en cuenta el comportamiento social, medioambiental y económico
de las empresas en las que deciden invertir. Esta forma de inversión ya
está presente en los mercados financieros de todos los países (Mornings-
tar, Inc.) aunque en nuestro país no ha alcanzado tanto desarrollo como
en los países vecinos. Los orígenes de este tipo de inversiones están aso-
ciados a grupos religiosos de principios del siglo pasado y, por tanto, pre-
sentaban una componente moral muy fuerte. En la actualidad hay una
variedad de activos financieros, fundamentalmente fondos de inversión
e índices de mercado sostenibles asociados a índices convencionales, por
ejemplo, los índices Dow Jones Sustainability, el FTSE4good, FTSE4good
IBEx o el Índice MSCI-ESg, que se comercializan como socialmente res-
ponsables y no están ligados a creencias o prácticas religiosas sino a pre-
ocupaciones sociales, medioambientales y de buenas prácticas
empresariales. Paralelamente a esta expansión desde los grupos religio-
sos a toda la sociedad, las estrategias de este tipo de inversiones se han
movido desde filtros de exclusión para empresas con actividades dañinas
para la sociedad hasta las más actuales de búsqueda de empresas en cada
sector industrial con los mejores comportamientos sociales y de conser-
vación del medioambiente. Sin embargo, a pesar del aumento de estas
inversiones todavía representan una proporción pequeña del mercado
convencional, y ahí están los fondos buitre para recordárnoslo. 

En este momento hay mucha investigación en este campo, en el
que una cuestión clave es responder a la pregunta de si los inversores
asumen un sacrificio financiero por invertir de forma sostenible. Hay una
extensa literatura sobre el tema, pero las conclusiones son divergentes.
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Desde el punto de vista matemático parece que, en principio, restringir
el universo de inversión debería llevar a una solución igual o peor en tér-
minos de rentabilidad financiera. Las investigaciones indican que el ho-
rizonte de inversión y la actitud del inversor hacia el riesgo son
características que influyen en esta posible pérdida financiera. Otras te-
máticas de interés son las motivaciones de los inversores socialmente
responsables (Chatterji et al. 2009) y las diferencias geográficas entre
ellas.

Podemos decir que el inversor socialmente responsable necesita
disponer de medidas de rentabilidad financiera, de medidas de sosteni-
bilidad y conocer el verdadero impacto social y medioambiental de sus
inversiones. El primer tipo de información es accesible en mercados de-
sarrollados, pero es necesario perfeccionar y crear métricas para las dos
últimas cuestiones. El inversor socialmente responsable debe poder ser
un cliente totalmente informado.

El rendimiento en sostenibilidad corporativa debe basarse en «la
medida en que una empresa adopta factores económicos, ambientales,
sociales y de gobierno corporativo en sus operaciones y, en última ins-
tancia, el impacto que ejercen estos sobre la empresa y la sociedad» (Ar-
tiach et al. 2010). En estos momentos, no hay una metodología
universalmente aceptada para medir la sostenibilidad corporativa. Se han
propuesto indicadores a nivel de corporación individual (Palme y Tillman
2008 y Searcy et al. 2007) y a nivel de industria (Azapagic 2004 y Nor-
dheim y Barrasso 2007), muchos de estos indicadores se construyen apli-
cando métodos multicriterio. Hay un interés cada vez mayor por parte
de las empresas en informar sobre sus actuaciones empresariales pero
se necesitan herramientas de normalización, supervisión y transparencia;
en este sentido la gRI (Global Reporting Initiative), que nació en 1995
como un proyecto conjunto entre el PNUMA (Programa de las Naciones
Unidas para el Medio Ambiente)  y la organización  CERES (Coalition for
Enviromentally Responsible Economies), tiene como objetivo elaborar
y difundir la Guía para la Elaboración de Memorias de Sostenibilidad.
Esta guía se admite como un marco global para elaborar las memorias
de sostenibilidad de las empresas. La mayoría de las grandes empresas
de nuestro país se han adherido a esta iniciativa y así lo declaran en sus
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memorias. Sin embargo, el análisis pormenorizado de estas memorias
realizado por mi grupo de investigación (Bilbao-Terol et al. 2017) ha
puesto de manifiesto divergencias entre estas memorias y la guía gRI;
una empresa del sector energía; ACCIONA, es la que presenta la memoria
más acorde con el estándar que promueve la gRI. A pesar del avance que
supone la publicación de las memorias de sostenibilidad, muchos inves-
tigadores y grupos sociales ponen en tela de juicio la fiabilidad de esta
información auto-proclamada (Boiral 2013). Una alternativa de verifica-
ción del comportamiento sostenible de las empresas es acudir a las agen-
cias externas de calificación social como Vigeo, MSCI ESg o Covalence,
entre otras, que analizan los diversos aspectos de la responsabilidad em-
presarial. Existen estudios econométricos que analizan la relación entre
la publicación por parte de estas agencias de las listas de sostenibilidad
empresarial y la respuesta bursátil en los días posteriores; estos estudios
parecen mostrar que la relación es positiva: buenas posiciones van liga-
das a subidas bursátiles (Elayan et al. 2016). Parece, pues, que el inversor
tiene fe en esas agencias; por su propio bien y el del planeta esperemos
que no se la hagan perder en el futuro.

También la Inversión Socialmente Responsable necesita nuevos
modelos de selección de carteras que tengan en cuenta los criterios fi-
nancieros clásicos junto con otros criterios asociados a la sostenibilidad
social. Matemáticamente, la selección de carteras en un universo de in-
versión es un problema continuo que podríamos encuadrar en la misma
tipología que los problemas de diseño de tratamientos radioterápicos. Se
tratan de modelos multiobjetivo con varias funciones representando ca-
racterísticas financieras, como, por ejemplo, la rentabilidad esperada, el
valor en riesgo condicional y otras asociadas a los diversos dominios de
la sostenibilidad (Bilbao-Terol et al. 2012, 2016). 

Nuestro grupo de investigación ha trabajado en obtener expresio-
nes matemáticas para esos criterios sociales a partir de información su-
ministrada por las empresas en sus memorias de sostenibilidad o la que
aparece en los folletos de los fondos de inversión y también utilizando
valoraciones de agencias de calificación social. La determinación de la
importancia relativa para el inversor particular de los criterios se ha rea-
lizado mediante diversas técnicas de lógica difusa, y, en algunos trabajos

49

Amelia Bilbao Terol



hemos utilizado comparaciones pareadas. El tratamiento conjunto de
todos los objetivos se realiza mediante modelos de metas o de programa-
ción compromiso. (Bilbao-Terol et al. 2016).

Voy a finalizar este apartado haciendo una breve mención al tercer
pilar de la felicidad, el amor. En este caso, el decisor no tiene que dar una
explicación razonable y racional de sus criterios de elección y puede, por
tanto, prescindir de una toma de decisiones modelada. Ahora bien, tam-
bién tiene a su alcance, si así lo desea, plantearse y tratar de utilizar al-
gunos de los paradigmas de la decisión multicriterio: el valor que
queremos dar, con quién o quiénes queremos medirnos, qué metas que-
remos marcar, qué es lo que podemos mejorar... Que cada cual elija su
mejor modelo.

5. Conclusiones  

Quiero concluir mi intervención resumiendo lo que considero que
son las principales virtudes de las Técnicas Multicriterio. 

La metodología multicriterio es adecuada y yo diría que impres-
cindible cuando hay que tomar decisiones en el ámbito público, es decir,
cuando los resultados de esas decisiones afectan a toda la población en
el presente y en el futuro. Nos vienen a la mente algunas actuaciones re-
cientes en nuestro país (construcciones de infraestructuras innecesarias,
puentes sobre puentes, etcétera) que nos hacen preguntarnos ¿Quiénes
fueron los expertos? ¿Qué criterios se utilizaron? ¿Qué grupos sociales
afectados fueron consultados? ¿Cuáles fueron las prioridades, los pesos
de importancia entre los criterios? ¿Cómo se valoraron las alternativas?
Los métodos multicriterio para las decisiones públicas permiten una
mayor transparencia y seguimiento de las acciones llevadas a cabo. Por
supuesto, no son infalibles pero la estructuración del problema que es
necesaria para aplicar cualquiera de las metodologías disponibles per-
miten llevar a cabo análisis de sensibilidad, es decir, dar respuestas a
¿Qué pasaría si…? que podrían ayudar a rechazar alternativas de gran
riesgo. 

Hemos pasado a incorporar en la toma de decisiones a los grupos
de interés o grupos sociales afectados, esto añade complejidad a los pro-
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cesos de decisión y, por tanto, se hacen necesarias formalizaciones ma-
temáticas que permitan organizar todos los elementos a tener en cuenta
y ayudar a los decisores a determinar los correspondientes pesos de im-
portancia. No se puede decidir qué es lo mejor si no decidimos antes qué
es lo importante o lo más importante y, además, es necesario aplicar
operadores de agregación adecuados al problema tratado. Y ello implica
necesariamente multidisciplinaridad, aparte de intervenir muchas ramas
de las Matemáticas, otras disciplinas como la Psicología, Sociología, De-
recho, Medicina, Ética, Ecología, etcétera son receptoras y emisoras de
este tipo de técnicas.

En mi opinión el desarrollo de las técnicas multicriterio se debe a
la evolución de la sociedad, la existencia de un dictador, de un decisor
único, de un solo criterio, ya no se admite. La aparición de problemas
globales, la concienciación de los problemas medioambientales y huma-
nitarios, la extensión del conocimiento a toda la Sociedad, implica pro-
cesos de decisión atendiendo a diferentes sensibilidades y criterios.
Ahora ya no podemos decidir basándonos en un solo criterio, no puede
decidir solo una persona, solo un país, y además exigimos explicaciones
sobre las razones de las decisiones tomadas. La sociedad es cada vez más
participativa. 

Recordemos las aplicaciones que hemos mencionado en las que se
puede apreciar el carácter discreto de la Teoría de la Decisión Multicri-
terio: son los expertos y los agentes interesados los que tienen el prota-
gonismo. Y las matemáticas se limitan a modelizar. Son unas
matemáticas modestas que permanecen en segundo plano. El éxito de
un tratamiento radioterápico o el diseño eficiente y transparente de listas
de espera se deben al buen hacer y saber de los equipos clínicos y de una
sociedad que decide ese modelo de Sanidad y no de las técnicas multi-
criterio utilizadas, pero su uso ayuda a construir mejores soluciones y la
decisión tomada gana en transparencia y accesibilidad. 

Aún en contra de algunas opiniones que consideran el valor pura-
mente estético de las Matemáticas como sistemas abstractos con cohe-
rencia interna perfecta y, por tanto, con belleza intelectual, considero
que la mayor parte de los avances matemáticos han tratado y tratan de
resolver problemas cotidianos de la humanidad, así fue en sus orígenes
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(desarrollo de la geometría en el antiguo Egipto para medir las fincas
después de las crecidas del Nilo) como es ahora con la revolución digital.
Es verdad que, en numerosas ocasiones, las Matemáticas encuentran la
solución antes de que aparezca el problema: las fórmulas que Johann
Radon planteó en 1917 dentro de la geometría integral no pudieron apli-
carse hasta 30 años después, cuando se construyeron los primeros apa-
ratos de rayos x, el álgebra de Boole, con origen a mediados del siglo xIx

tuvo su aplicación en la revolución electrónica y en la digital en el siglo
xx, el algoritmo PageRank utilizado por google es una aplicación de la
teoría de Cadenas de Markov, desarrollada hace más de un siglo, 
etcétera.

Todos sabemos que las Matemáticas han soportado y soportan
grandes avances científicos y tecnológicos que mejoran la calidad de vida
de las personas. La tomografía axial es una consecuencia de la mencio-
nada geometría integral, los ordenadores son corolarios de teorías ma-
temáticas como, por ejemplo, la célebre máquina de Turing y si me
permiten la digresión del tema principal de esta lección, recordando a
Turing quiero reflexionar sobre los daños de la intransigencia humana.
Pensamos que estas actuaciones solamente tienen consecuencias sobre
las personas que las padecen, pero esto no es verdad, toda la humanidad
presente y futura sufrirá la falta de avances del conocimiento que Turing
no pudo realizar por su temprana muerte. Más cercano a nuestro ámbito
quiero recordar al rector de la Universidad de Oviedo, Leopoldo Alas que
también sufrió esta intransigencia y agradezco al Sr. Rector el acto de ho-
menaje que organizó y que permite la concienciación de toda la comuni-
dad universitaria, especialmente de la más joven, de tan terrible episodio.    

Quiero acabar recordando, en especial a nuestras alumnas y alum-
nos, las palabras de Condorcet: «las Matemáticas deben servir a las cien-
cias morales cuyo objetivo es la felicidad del ser humano», en sintonía
con las de su coetánea, Madame de Staël quien, en su obra De la influen-
cia de las pasiones sobre la felicidad de los individuos y las naciones,
hace depender la felicidad de las naciones de la libertad y del buen go-
bierno y la de los individuos de la independencia del alma.

¿Y cómo se consigue la independencia del alma sino con el cono-
cimiento y el pensamiento?
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