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RESUMEN

El coeficiente de determinacién, R?, es una importante medida de la regresién lineal
que representa la parte de variacién de la variable dependiente que viene explicada por
un conjunto de variables independientes, por lo tanto, mide la capacidad predictiva del
modelo estimado. Para obtener este coeficiente en Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO),
se utiliza la descomposiciéon de suma de cuadrados. Por otro lado, cuando existe un
problema de multicolinealidad en el modelo, es decir relacion lineal entre las variables
explicativas, la estimacion por MCO aporta resultados inestables, por lo que se utilizan
otros métodos de estimacién alternativos, destacando la estimacién Cresta (que consiste
en la mitigacién del problema desde un punto de vista nimerico). En este trabajo se revisa
si en el caso de la estimacion Cresta la descomposicién de suma de cuadrados se verifica y,

en consecuencia, como se deberia definir el coeficiente de determinacién en este ambiente.

Palabras clave: [multicolinealidad, coeficiente de determinacién, descomposicién de
suma de cuadrados, Regresién Cresta.]

Avrea Temdtica: [Métodos Cuantitativos para la Economia y la Empresa.]
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ABSTRACT

The coefficient of determination, denoted R?, represents the proportion of total
variation of dependent variable explained by the model. Thus, it is a relevant
measure in linear regression that shows the predictive capacity of the estimated
model. When the partition of the sum of squares (SS) holds in ordinary least squares
(OLS) estimation, the R? can be expressed as the ratio of the explained variance
to the total variance. However, when there is a problem of collinearity, the OLS
estimation presents unstable results and others alternative estimation methods are
applied such as the ridge regression. This work reviews if the partition of the sum
of squares (SS) is verified in the ridge estimation and establishes how the coefficient

of determination should be defined in this estimation method.
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1 INTRODUCCION

La regresién lineal se considera un técnica de gran interés, debido a que permite
medir la relacion lineal que existe entre una variable explicada denominada Y y un
conjunto de variables explicativas denominadas X, ..., X,. Partiendo de Stock and
Watson (2012) la pendiente de la recta que relaciona una variable independiente con
la variable dependiente es el efecto de la variacion en una unidad de X; sobre Y, es

decir, la relaciéon entre X, e Y.

Para medir la capacidad que tienen las variables independientes X; para explicar
a la variable dependiente Y, se utiliza el coeficiente de determinacién, R2, el cudl,
segin Wooldridge (2009), es un nimero que nos permite saber hasta qué punto
la recta de regresion estimada a través de la estimacion por Minimos Cuadrados

Ordinarios (MCO) se ajusta a los datos muestrales.

Sin embargo, cuando existe un problema de multicolinealidad, la estimacién por
MCO aporta resultados inestables, ya que teniendo en cuenta a Uriel et al. (1997)
se define colinealidad como la existencia de relaciones lineales entre las variables
explicativas del modelo lineal, cuando los estimadores obtenidos y la precision de
estos se ven sencillamente afectados. Por lo tanto, la medicién de la relacion de X;
sobre Y se ve afectada. Para solucionar este problema existen diferentes métodos
alternativos de estimacion, entre los cuales uno de los mas utilizados es el estimador
Cresta. Este método se basa en solucionar el problema de la multicolinealidad desde

un punto de vista puramente nimerico.

Hoerl and Kennard (1970) propusieron la estimacién cresta que consistia en
mitigar los problemas de estimacién que aparecen en un modelo de regresion lineal
multiple cuando las variables independientes no son ortogonales, consistente en la
modificacién de la matriz mediante la adicién de una pequena cantidad positiva en

su diagonal.
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Por tanto, serd de interés obtener el coeficiente de determinacién de la estimacién
cresta, debido a que nos permitira medir la bondad de ajuste del modelo estimado
a través del estimador Cresta, es decir, como se ajustan los datos estimados a los
datos esperados. Si se desea calcular esta cantidad tal y como se hace en MCO,
se tendrd que verificar la descomposicién de suma de cuadrados, ya que el R? se
obtiene a partir de esta descomposicion.

El presente trabajo se estructura como sigue a continuacion: en la seccién 2
se presenta la descomposicion de suma de cuadrados para la estimacion cresta. En
la seccion 3 se obtiene el coeficiente de determinacién para el estimador cresta y
la monotonia de los factores que lo componen. En la seccién 4 se presentan otros
posibles problemas en la estimacién cresta respecto a inferencia y, finalmente en
la seccion 5 se destacan las principales conclusiones del trabajo y futuras lineas de

mejoras.

2 DESCOMPOSICION DE SUMA CUADRADOS
EN LA ESTIMACION CRESTA

Partiendo de un modelo definido por n observaciones y p variables independientes,

como sigue a continuacion:

Y =XB8+u, (1)

donde u es la perturbacién aleatoria (la cudl se presupone esférica), X, x, es una
matriz de observaciones de la variable independiente (siendo X; = (1,1,...,1)%) y
Y, «1 es una matriz de observaciones de la variable dependiente. El estimador Cresta

de B viene dado por la siguiente expresion:

~

B(k) = (XX + kId) ' XY, k>0. (2)
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Puesto que B(k) = ZB, con Z;, = (X'X + kId)'X!X, se tiene que B(k) es un

estimador sesgado de B cuando k£ > 0 y que su matriz de varianzas-covarianzas es:
var <B(k)> = var (Zk6> = 0% Zp(X'X)'Zy.

Cuando k£ = 0, el estimador Cresta coincide con el de MCO.

A

Proposicién 1 Los residuos originados por el estimador Cresta, e(k) = Y=Y (k) =

Y — X,C;'(k), no tienen por qué sumar cero cuando k > 0.

Demostracion 1 Por un lado, partiendo de un sistema de ecuaciones normales:
(X!X + kId)B(k) = X'Y,

donde X1 = (1,1,...,1)!, se tiene que la primera fila de X'X + k1d,

(n+k Y Xoiroy » X
=1 =1

maultiplicada por B(k) = (By(k), Ba(k), ..., Bp(k)) es igual al primer elemento de X'Y,
> Y. Esto es:

i=1

n

ZY (0 + )R+ o) S Xar o BylB) 30X,

=1 =1

Por otro lado:

ei(k) = Y—Y(/f)_ Y; — (Bu(k )+BQ< k)Xo + . +Bp() pi)

n

Z e;i(k) = Z Y, — nﬁl )+ 52 ZXQZ + ...+ ﬁp Z Xpi) = kﬁ1 . (3)
i=1

Es decir, 3 e;(k) = kpy(k) no tiene por qué ser cero. O
i=1

n
Corolario 1 Como consecuencia de la Proposicion 1, no se verifica que »Y; =
i=1

S Yi(k) cuando k > 0.
i=1
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Demostracién 2 Como > e;(k) # 0, se tiene que S.Y; # S Yi(k) ya que:

i=1

Y; = Yi(k) + e;(k :>ZY Z}A/;(k:)—l—Zez(k)
i=1 i=1
es decir, Y # 1:/( k). d

Corolario 2 Como consecuencia de la Proposicion 1, no se verifica que Z(fﬂ(k) —

_ i=1
Y)ei(k) =0 cuando k > 0.

Demostracién 3 Teniendo en cuenta que Y e;(k) # 0:
i=1

n

>_(Yilk) =¥ ZY (k) =Y 3" eilk) 0.

a no ser que Y;i(k) =Y, lo cual no tiene sentido. O

Teorema 1 A partir del Corolario 2 se puede afirmar que en la estimacion Cresta

no se verifica la descomposicion de suma de cuadrados del MCO cuando k > 0.

Demostracion 4

k) =Y~ Yi(k) = Yi=Yi(k)+elk) = Y-V = Vi(k) - ¥ + (k)

i=1 =1 i=1

como Z( J(k) —Y)ei(k) # 0, entonces no se cumple la descomposicién de suma de
cuadmdos SCT (k) = SCE(k) + SCR(k) andloga a la de MCO. O
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3 COEFICIENTE DE DETERMINACION EN
LA ESTIMACION CRESTA

El coeficiente de determinacién, R?, es un valor muy utilizado en la regresién
lineal ya que representa el ratio de variaciéon de la variable explicada denominada Y
explicado por un conjunto de variables explicativas denominadas X tras la estimacion
por MCO. En el modelo (1), este coeficiente se define como sigue:

v T2
(Vi -Y)) SCR

2:1——7;:1 :1——
i v SCT (5)

Si se parte de un modelo con solo una constante (conocido como modelo restringido)
como el siguiente:

Y =5 +v, (6)

donde v es la perturbacién aleatoria (la cudl se presupone esférica), se verifica que
su suma de cuadrados de los residuos, SCR,., coincide con la suma de cuadrados

totales, SCT, del modelo (1) ya que:

SCRT:Z":(YZ,_?)A

i=1
Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresién alternativa para la expresién (5):

SCR

2
—1-— .
R SCR,

(7)
A partir de esta expresion se tiene que:

e Si R* ~ 0 se tiene que la SCR del modelo (1) es pricticamente igual a la del
modelo restringido (6), por lo tanto, la inclusién de variables es innecesaria.
Las variables no proporcionan informacion reciente, por lo que el modelo

propuesto no es adecuado.
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e Si R? ~ 1 se tiene que el SCR del modelo (1) es muy pequefio en contraste con
el modelo restringido (6), en consecuencia, las variables introducidas proporcionan

informacion que lo hacen preferible al modelo restringido.

Ademds, si en el modelo (1) hay término independiente se verifica que 0 < R? <
1 y teniendo en cuenta la descomposicion en suma de cuadrados, la expresion (5) se

puede expresar como:
s SCE

=0T (8)
Puesto que en la estimacion Cresta no se verifica la descomposicién de la suma

de cuadrados (ver Teorema 1), el coeficiente de determinacién se ha de calcular a

partir de la expresién (5) o (8). Teniendo en cuenta la interpretacién realizada de

la, expresién (7), consideramos oportuno definirlo como:

SCR(k)

RAk) =1 - SCR, (k)

k>0, 9)

Como es evidente, este coeficiente de determinacién ha de depender del parametro

k y se ha de verificar que para k = 0 coincida con la expresiéon dada en MCO.

3.1 Monotonia de R?(k)

En la presente subseccién se va a estudiar la monotonfa de R?(k) con respecto

a k.

Proposicién 2 SCR,.(k) = Y'Y — (Zj’ri’)“g -n?Y? y es creciente en k.

Demostracién 5 El estimador Cresta de 3 para el modelo restringido (6), depende

del parametro k y viene dado por la siguiente expresion:

B.(k)=(1'1+k)""1Y, k>0, (10)
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Teniendo en cuenta la expresion (10):

SCR.(k) = e (k)'e,(k) = (Y = XB,(k))"(Y — XB,(k))
= Y'Y —28,(k)'1'Y + B,(k) 113, (k)
= Y'Y -2Y'1(1"1 + k)"'1'Y

+Y'1(1'1 +k) 1'1(111 —|—k)_11tY

Ademas, se verifica que SCR,.(k) incrementa en k puesto que:

dSCR, (k)  —2n?Y*(n+k)? +2(n + k)(n + 2k)n?Y?
dk B (n+k)*
2n?Y?
_ 2n (n+k)k -0,
(n+k)*
ya que k>0 yn > 0. U
Proposicién 3 SCR(k) = —2 Z i Z oz Y es creciente en k.

Demostracién 6 Siguiendo los pasos de McDonald (2010), descomponemos X'X
en funcion de sus autovalores y autovectores, esto es, X!X = TD,I'", con T" =T}

y Dy =diag(\1, ..., \,). Por tanto:

(X'X + kId) = T'(Dy + kId)I" = I'D,_,I".
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Llamando v = XY y o = I''~, entonces:

SCR(k) = e(k)'e(k) = (Y —XB(k))"(Y — XB(k))
= Y'Y —28(k)' XY + B(k)X'XB(k)
= Y'Y - 2Y'X(X'X + kId)"'X'Y
Y X(XIX + kId) ' XX (XX + kId) XY
= Y'Y - 27’TDLI‘H/ - 'ytI‘DLI‘tI‘D AI"TD%MI‘“)/

= YY-2aD:ia+aD i DD«
Atk Atk

Ak
P 9 P

- YfY—2Z % +ZL
B N+ k “()\ﬂrk)?

i + 2k)a
— YtY (
Z (N + k)2

Ademds, se verifica que SCR(k) incrementa con k:

dSCR(k) 200 (N + k)2 — 20N + 2k)al (o + k) 202N+ k)E

_ % = >0
dk (N + k) (Ni + k)t ’
ya que k>0 y \; > 0 al ser los autovalores de una matriz simétrica. O

Puesto que tanto SCR(k) y SCR,.(k) crecen conforme aumenta k, la monotonia
de R?*(k) segiin la expresiéon dada en (9) depende de la velocidad con que lo haga

cada una. Por tanto, se hace necesario un estudio mas profundo sobre este aspecto.

4 INFERENCIA EN LA ESTIMACION CRESTA

Siguiendo el mismo razonamiento que en la estimacion por MCO del modelo
(1) y que p ~ N(0,0%Id) se tiene que B(k) ~ N(ZB,02Z,(X'X)"'Z;) donde
Zi = (X'X + kId) ' X'X ya que B(k) = Z,3.

Ademss, e(k) =Y =Y =Y —X3(k) = Y - X(X'X + kId) ' X'Y = M(k)Y,
donde M(k) = Id — X(X'X + kId)'X" es simétrica pero no es idempotente y
M(k)X # 0.
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Por tanto, no es posible reproducir la estimacién de o como:

y tampoco deducir una distribuciéon asociada.

5 CONCLUSIONES

El coeficiente de determinacién es un valor ampliamente utilizado para analizar
la bondad de ajuste de una estimacién en un modelo de regresiéon lineal, y de esta
forma poder observar como se ajustan los datos estimados a los datos esperados. La
expresion de este coeficiente en MCO se obtiene a partir de la descomposicion de
suma de cuadrados SCT = SCE + SCR.

Por otro lado, cuando existe un problema de multicolinealidad en el modelo de
regresion se hace necesario utilizar métodos de estimacion alternativos, debido a que
en esta situacion al estimar por MCO se pueden obtener resultados inestables. Uno
de los métodos alternativos mas utilizados es la regresion Cresta, por esta razén en

este trabajo se obtiene su coeficiente de determinacién.

Como principales conclusiones del presente trabajo se tiene que:

e En la estimaciéon Cresta no se cumple la descomposicion de suma de cuadrados,

utilizada para obtener el R? de MCO.

e Por este motivo, no se puede generalizar la obtencién del R? usada en MCO a

la estimacion Cresta.

Como futuras lineas de mejora del presente trabajo destaca la realizacién de una

simulacién para analizar la monotonia de R?(k).
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