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RESUMEN

Se inicia el trabajo dando una idea concisa de la teoria de la integracion de Lebesgue,
de Stieltjes y teoremas de convergencia. A continuacién, se hace referencia al “Célculo
Estocastico versus Calculo Clasico” observando que la relacién clésica ya no es aplicable
para las funciones reales que se presentan con frecuencia en la Matematica Financiera.
Cuando en el siglo XIX, el matematico aleman Karl Weierstrass (1815- 1897) a quien se le
solia citar como el padre del Analisis Matematico, construyé la célebre “Funciéon de Weier-
strass”, real continua pero NO diferenciable en ninguna parte, esto se consideré entonces
como una “curiosidad matematica”. Ahora bien, esta “curiosidad” se encuentra en el
centro de la Matematica Financiera. Las representaciones de los tantos de cambio, tantos
de interés, etc., son practicamente continuas como muestran los datos de alta frecuencia
disponibles hoy dia. Pero son de “variacién NO acotada” en todo el intervalo de tiempo
considerado. En particular, NO son diferenciables en ninguna parte, por tanto, la funcién
de Weierstrass representa un posible grafico financiero. Debido a esta circunstancia, el
calculo financiero, necesita una extensién para funciones de variaciéon no acotada, tarea
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durante mucho tiempo estudiada por los matemaéticos. Esta laguna se cubrié mediante el
desarrollo del “Caélculo Estocastico” que se puede considerar como la Teoria de la Diferen-
ciacién e Integracién de los Procesos Estocdsticos. Por otra parte, se hace referencia a la
“variaciéon cuadratica”, a la Formula de It6 unidimensional, a la variacién cuadrética del
movimiento Browniano; a la diferencial estocastica de F(x) y por iltimo, se hace referencia

a algunas aplicaciones.

Palabras clave: Integral de Stieltjes; Integral de Lebesgue; Calculo clasico y calculo
estocdstico; variacion cuadratica; Covariacién; Movimiento Browniano; Diferencial es-
tocastica; Paradoja de compra-venta.

Area temdtica: A4 Mateméticas Financieras y Actuariales.
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ABSTRACT

The job starts, giving a concise idea of the theory of Lebesgue integration,
Stieltjes and convergence theorems. A reference to ”versus Stochastic Calculus Cal-
culus Classic” is made, noting that the classical relationship is no longer applicable
for real functions which are frequently presented in Financial Mathematics. In the
nineteenth century, the German mathematician WEIERSTRAS Karl (1815-1897),
whom he is often quoted as the father of Mathematical Analysis, built the famous
real “function Weirstrass ”, which was not differentiable, but nevertheless was con-

sidered as a “mathematical curiosity”.

However, this curiosity is at the epicenter of the Financial Mathematics. The
representations of many exchange and percentage points, are practically of a con-
tinuous form as proven by today’s high frequency actual data. But they are of
“Boundless variation” throughout the time interval considered. In particular, are
indistinguishable (nowhere differentiable), therefore Weierstrass function represents

a potential financial graphic.

Due to this circumstance, the Financial Calculus, needed an extension for these
functions of boundless variation which is task long studied by mathematicians. This
gap was discovered along the development of “Stochastic Calculus”, which can be
considered as the Theory of Differentiation and Integration of Stochastic Processes.
Moreover, reference to “Quadratic Variation”, the “dimensional It6 formula”, the
“Quadratic Variation Movement” becomes Brownian, the “Stochastic differential of

F(z)” and finally, some applications are made.
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1 INTRODUCCION

1.1 El calculo clasico versus el Calculo Estocastico

Si X :[0,00] — R es una funcién real X () = Xy, por ejemplo, la funcién X;
puede representar el precio de un titulo a lo largo del tiempo, llamado diagrama del
titulo X. También puede describir la velocidad o aceleracion de un cuerpo soélido
dependiente del tiempo ¢t. Ahora bien, hay una diferencia fundamental entre las dos
interpretaciones. En el segundo caso X como funcién de t es una funcién “suave”, no
solamente continua (sin saltos), también (frecuentemente) diferenciable. Para esta
clase de funciones, se aplican los conocidos instrumentos del calculo clasico. Usare-

_ dXy

mos la notacion X; := 5t para la derivacion de X; con respecto al tiempo ¢, como

en Fisica, la relacion basica entre derivacién e integracion la podemos establecer de

la forma:
t
X=Xy + / Xds
0

o bien

dX = Xdt

Si F € C*(R) es una funcién real dos veces continuamente diferenciable sobre la

recta real R. Entonces el desarrollo de Taylor establece:
1
AF(Xt) = F(Xt+At) — F(Xt> ~ F/(Xt)AXt + §F”(X£>(AX,5)2

con AX;, = Xyonr — X, y cierto t € [t,t + At].

Tomando limites cuando At — 0, obtenemos
dF(Xt) - F/(Xt)dXt

o equivalentemente

F(Xy) = F(Xo) + /t FI(X,)dX,
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Puesto que para una funcién suave X;, AX, ﬁ dX; = Xtdt, los términos de
t—

orden superior (dt)?, desaparecen (se desprecian).

Ahora bien, la relacién clasica ya no es aplicable para las funciones reales que
se presentan en la Matematica Financiera. Cuando en el siglo XIX el matematico
aleman Weierstrass (1815-1897) que se le solia citar como el padre del “andlisis
matematico”, construyd la funcién de Weierstrass, real continua pero no diferencia-
ble en ninguna parte, esto se considerd, entonces, como una curiosidad matematica.
Ahora bien, desgraciadamente esta curiosidad esta en el corazon de la Matematica
Financiera. Los gréficos (diagramas) de los tantos de cambio, tantos de interés y
los activos liquidos son practicamente continuos, como muestran los datos de alta
frecuencia disponibles hoy dia. Pero son de variacién ilimitada (no acotada) en todo
el intervalo de tiempo considerado. En particular, son no diferenciables, por tanto

la funcién de Weierstrass representa un posible grafico en financiera !.

Por tanto, el calculo clasico requiere una extension para las funciones de variacién
ilimitada (no acotada), tarea durante bastante tiempo pasada por alto por los
matematicos. Esta laguna se llené mediante el desarrollo del “calculo estocastico”,
que puede considerarse como la teoria de la diferenciacion e integracion de los pro-

cesos estocasticos.

Por tanto, ;qué extension se necesita del calculo clasico para las funciones reales
de variacién ilimitada (no acotada)?. Simplemente, cuando al formar la diferencial
dF(X;) el segundo término del desarrollo de Taylor no se puede despreciar, puesto
que el término (AX)?, la “variacién cuadritica” de Xy, no desaparece cuando t — 0.

Por tanto, para funciones de variacion no acotada, la diferencial es de la forma

!Como indica Haus Féllmer, la funcién de Weierstrass muestra un comportamiento ciclico
determinista, por tanto, como representacién financiera, solamente es aceptable por los creyentes

fervorosos en los ciclos econémicos
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AF(X,) = F'(X,)dX, + %F”(Xt)(dXt)Q (1)

o en forma explicita

FOX) ~ R0+ [ PO+ [ e o)

donde (dX;)? es la variacién cuadratica infinitesimal de X.

Irénicamente, ésta no fue la nuevamente desaparicion del segundo término
lo que cred la dificultad principal para desarrollar el calculo estocastico. Para
funciones de variacién cuadratica finita, este F”-término es una integral Stieltjes-
Lebesgue clasica bien definida. El cambio real fue dar un significado preciso a la
primera integral, donde tanto el argumento del integrando y el integrador son de
variacion ilimitada (no acotada) sobre cualquier intervalo arbitrariamente pequeno

de tiempo. Esta tarea fue resuelta en primer lugar por Ito 2

, de ahi el nom-
bre la “férmula de It6” para la relacion (1) y de ”Integral de It6” para la (2).

Para ver un desarrollo historico de la materia, ver por ej. Follmer (1998).

Utilizando el enfoque “a lo largo de una trayectoria de Follmer” se puede de-
ducir tanto la féormula de It6 como la integral de Ito sin recurrir a la Teoria de
la Probabilidad. Observando un proceso estocastico “paso a paso” se puede dar
un significado preciso a las expresiones (1) y (2) usando instrumentos elementales
del analisis clasico. Solamente, se necesita mas tarde la Teoria de la Probabilidad,
cuando consideramos la accién reciproca de todas las trayectorias de los procesos

estocasticos como difusiones y semimartingalas.

2Kiyoshi ITO (1915-2008). Matemético japonés cuyo trabajo se llama ahora “Célculo es-
tocéstico (de Itd)”. El concepto bésico de este célculo es la integral It6 y el méds importante de los
resultados es el Lema de It6, que facilita la comprensiéon matematica de los sucesos aleatorios. Su

teoria tiene muchas aplicaciones a las Matemaéticas Financieras
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1.2 Variacion Cuadratica y Formula de It6 unidimensional

Si (Tn)n=1,2,. es una sucesion de particiones finitas
T, ={0=ty<t; <..<t;, <oo}

de [0,00) con t;, — 00y |7,|= sup|tiy1 — t;|— 0.
tieTn n

Definicién 1.2.1 Sea X una funcion real continua sobre [0,00). Si para todot > 0

existe el limite

(X), =lim >~ (Xi,, = X,)" (3)

t;€Tn

donde la funcion de t — (X)), se denomina “variacion cuadrdtica de X .

Nota 1.2.1 Siguiendo a Féllmer (1981), comenzamos con el estudio de las trayec-
torias de un proceso estocdstico real, es decir, una funcion real t — X, (w), para
un w € ) fijado. La definicion 1.2.1 y los siguientes resultados son para casi todo

w € (), independientemente de la eleccion particular de la sucesion de particiones

(Tn)-

Nota 1.2.2 A diferencia de la variacion total V; de X, para la “variacion cuadrdtica”

se tiene

<X>t = supz (XtiJrl - Xti)Q

i t,em
donde el supremum se toma sobre todas las particiones.
T=(0=1t < ..<t,=t) del0,t]. Para el movimiento Browniano se tiene
(X), =t para casi todas las trayectorias. Sin embargo, el sequndo miembro es igual

a +00 para casi todas las trayectorias. (Ver Lévy, 1965).

Proposicién 1.2.1 X C VF(R,) = (X), =0, para todo t > 0.
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La anterior proposiciéon implica que las funciones X, con variacién cuadratica
positiva (X), son de variacién total ilimitada. Por tanto, la integral [ f(X;)dX;
no puede estar definida como una integral Stieltjes-Lebesgue “clasica”. Sin em-
bargo, t — (X), es una funcién positiva e isotona y por tanto pertenece a VF (R, ).
Por tanto, p([0,¢]) := (X), define una medida positiva sobre (R, B) y la integral
J f(s)du(s) = [ f(s)d(X), con respecto a la variacién cuadratica (X) estd definida

como la integral Stieltjes-Lebesgue.

Nota 1.2.3 La convergencia (3) se puede interpretar como la convergencia débil de

las medidas ., definidas por

Mn = Z (Xt¢+1 - Xti)Q 5151‘

ti€ETn
donde 0y, representa la medida de Dirac con masa total uno en t =t;. entonces la

sucesion (u,) converge débilmente a la medida p con dp = d (X).

Lema 1.2.1 Sea f una funcion continua real en [0,t]. Entonces, se tiene

S 7 (K = %) = [ Floadin — [ Floadu= /f

t; <t
t;€Tn

1.3 Variacion Cuadratica del Movimiento Browniano

Definicién 1.3.1 Un proceso estocdstico real (By)o<i<oo SObre un espacio de proba-

bilidad (2, F, P) se denomina “Movimiento Browniano Tipico”, si se verifican:
1. By =0.
2. t — By(w) es una funcion continua P-casi donde quiera (a.s.)

3. Los incrementos By — By, son independientes y tienen la distribucion normal

N(0,t —s), para todo 0 < s < t.
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Teorema 1.3.1 Teorema de Lévy

Para casi todas las trayectorias—P,t — Bi(w) se tiene
(B), (w) =t, Vt > 0. (4)

Corolario 1.3.1 Para todo t > 0, las trayectorias del movimiento Browniano son

de variacion ilimitada (no acotadas) en el intervalo [0, t].

Teorema 1.3.2 Férmula de Ité en R!
Sea X : [0,00) = R' una funcién continua con variacién cuadrdtica continua
(X), y F € C3(R") una funcidn real dos veces continuamente diferenciable.

Entonces, para todo t > 0,

t 1 t
F(X;) = F(Xo) +/ F'(X,)dX, + 5/ F”(Xs)d(X>S (5)
0 0
donde
t
| PO = tim 3 P (X, - X) (6)
0 ntoo <t

Igual al limite de las sumas de Riemmann, es decir, F” se valora a la izquierda de
los intervalos no anticipadores es igual a la Integral de It6 de F”(X;) con respecto a

X;i.

Nota 1.3.1 Diferencial estocdstica de F(x)

La formula de Ito descrita en notacion breve

dF(X) = F'(X)dX + %F”(X)d (X) (7)

se llama “diferencial estocdstica” de F(X). Esta es equivalente a la relacion (5). Es
conveniente que las dos integrales de la relacion (5) deben estar bien definidas. FEste
es el caso de la sequnda integral que estd bien definida como la integral Stieltjes-

Lebesgue, puesto que la variacion cuadratica (X), es de variacion finita. La con-

t

tribucion importante de Ité consiste en desarrollar un concepto bien-definido para
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las integrales del primer tipo, donde el integrador es de variacion ilimitada (no aco-

tada).

En el caso clasico donde ((X) =0, o bien X € FV) la férmula de It6 se reduce

F(X)=F(Xy) + /t F'(X,)dX,
0
o mediante la notacién més breve, para X € C!,
dF(X) = F'(X)dX = F'(X)Xdt
Ejemplos:
1. F(X)= X", implica
XP=Xp+ n/tX:‘ldXs + W/tﬁfﬁd@n,
0 0
o bien sintetizando
d(X™) =nX"'dX + an‘zd(X)
En particular, paran = 2 y X, = B; el movimiento Browniano tipico se deduce

t t
B§=2/ Bs*d65+/d<6>s
0 0

=t

2. F(X) =e*, implica
1
d(e®) = eXdX + 5eXd(X)

es decir, dF(X) = FdX no se verifica para F(X;) = eX* con(X) # 0

3. F(X) = log(X), implica

dX 1
d(log(X)) = — — —=d(X
(108(X)) = S — 532 (X)
XXIII Jornadas de ASEPUMA y XI Encuentro Internacional 10
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2 (Por qué necesitamos el Calculo Estocastico (de

It6) en Financiera?

El Célculo Estocastico (de It0), es una extension necesaria del anélisis real
cldsico para enfrentarnos con las funciones de variacién ilimitadas (no acotadas). Por
tanto, la cuestion de si necesitamos el “Calculo estocéastico” en Financiera equivale a
la cuestion ¢son los graficos (representaciones) de los precios de los titulos; cambios
o tantos de interés en realidad de variacién ilimitado (no acotada)? Tales funciones,
como la funcién de Weierstrass o trayectoria del movimiento Browniano son con-
strucciones matemadticas puras. Nadie puede representar el grafico de tal funcién e
incluso con un ordenador solamente nos puede dar una representacién aproximada.
[rénicamente, se ha dicho que jcuanto mayor se hace uno, mas se vuelve uno ha-
cia los modelos del movimiento Browniano! ;Por qué deberian tales construcciones
representar lo que acontece en los mercados de cambio (Bolsas)?

La contestacion viene dada por la contradiccion. Supongamos que los movimien-
tos de los precios de los titulos son en realidad de variacién finita. Entonces la gente
inteligente podria obtener grandes beneficios mediante arbitraje generando opciones
que se negocien en el mercado a primas altas con costes casi nulos. Evidentemente,

juna contradiccién con la realidad!

2.1 La Paradoja de Comprar-Vender

Sea (X;) un proceso de los precios de los titulos en una economia con un tanto

de interés no-estocastico r(t) y precio de las obligaciones

T
P,(T) = exp {—/ r(s)ds} como numerario
t
Xy
= F;, = —— Precio del T-a pl
T recio del T-a plazo
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Para una call C; = (X7 — K)T, consideremos la siguiente estrategia de cobertura

Qi(w) = 1p,w)>kx = 1{xi(w)>P(T)K}

Esta estrategia se realiza como sigue: compra de una accién del titulo cuando el
precio de ejercicio excede a K, venderla cuando el precio de ejercicio cruza hacia

abajo (esta descendiendo)

Ft

0 T

Figure 1: Estrategia de Compra-Venta.

= Vi(®)=1pskx - F—1psx- K $en T =max{F, — K,0} = [F; — K|"
= Vi(®)=[F,— K|"=[Xr - K|" =Cr

La estrategia de cobertura ® es “aparentemente” autofinanciadora y genera Cr.

Por tanto, se deduce:

CT = Vy(®) = [Fy — K| inversién inicial en unidades monetaria entregable en T

= Co = Py(T) Vo(®) = [Xo — K - Py(T)]" precio hoy en u.m.
T
CO
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Por tanto para Xy < K - By(T) = la opcién en el momento ¢ = 0 tiene el precio 0.
Esto es paraddjico, puesto que también las opciones “con valor intrinseco neg-
ativo” tienen precios positivos. Para resolver esta paradoja necesitamos el concepto

de “tiempos (momentos) locales” que consideraremos posteriormente.

2.2 Tiempos Locales y Férmula de It6 Generalizada (Revuz-

Yor, 1991)

Sea B;(w) una trayectoria del movimiento Browniano (1-dimensional)
I = [a,b] € R; la medida A de Lebesgue sobre R.

Definicién del “tiempo de ocupacién en I hasta el momento t” Fig.2

Ly, w) = /Ot 11(Bs(w))ds = Ms <t:Bs(w) € I}

Figure 2: Tiempo de ocupacion de la trayectoria en el intervalo 1.

Para todo (¢,w), I';(e,w) define una medida sobre los conjuntos de Borel B en
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A e B AA) =0=T(A) =0 P-casi seguramente = I';(e, w) tiene de densidad

L(z,w) con respecto a la medida de Lebesgue A dada por

1 1
Lifar,w) = lim o-Ty(Isw) = lim =M < ¢ [B,(w) = 2| < ¢}

= “tiempo local en z hasta t”, donde It = [z — €,z + €].

2.3 Foérmula de Ito generalizada para funciones convexas

Si F: R — R es una funcién convexa. Entonces tenemos

F@Q:F@@+£3M&m&+%[%@@mw@

[e.9]

donde = F” - X (medida de la segunda derivada de F)

Nota 2.3.1 Férmula de Ito “Cldsica”
Si FeC®— F' =F uldr)=F"(z)dx
[e%¢) t
/ Ly(x)F"(x)dx = / F"(Bs)ds
—00 0

es la Formula de Ito Cldsica.

Formula de Ito-Tanaka

Si X es una semimartingala continua y F' es una funcién convexa real. Entonces,

tenemos
o0

FOx) = PO+ [ o0+ 3 [ no0r )

—00

donde F”(da) es la medida de la segunda derivada de F' (Integral de Stieltjes-
Lebesgue)

Para F' € C?, se deduce

FuazFuo+/%u&mx+§/meFWMa

donde [, L¢(X)F"(a)da = [} F"(X)d(X)s,.

XXIIT Jornadas de ASEPUMA y XI Encuentro Internacional 14
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3 Aspectos Practicos

1) Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad y {W; : ¢ > 0} un proceso de Wiener
tipico. Sea la integral de W; x dW; definida por el siguiente limite

n—1

t
I(t) = / W, dW, = lim Y W, (W,,,, — W3,)
0 n—o00 o

donde tzzzt/n,0:t0<t1 <ty < oo < Ty <tn:t,TLEN.

Se pide, demostrar que la variacion cuadratica de W, es

n—1

<W7 W)t - nh—>nolo Z(VVtHI - Wti)2 =1
=0

y por tanto I(t) = (W72 —t)
Finalmente, demostrar que la integral es una martingala

Solucién Dado el lim >0 (W;

n—oo

— W;,)? =t y desarrollando

141

n—1

](t) = nhﬂnolo Z Wti(Wti+1 - th)
1=0

n—1
) 1 1
= S {Sov, - wh) - gz, - w)

1=0

_1 [lim (W2

2 ln—oo n

= _(Wt2 —t)

Wg) —t

Para demostrar que I(t) es una martingala.

Observemos que también podemos demostrar que fot WedW, = %(Wf — 1)
utilizando la férmula de Ito sobre X; = %Wf, donde
0X; 00X, 10°X 1
dXy = —dt + —dW; + =—=dW} + ... = W, dW, — =dt
Y ow, T oowz ! T
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Tomando integrales

t t 1 t
/dXS:/WSdWS+—/ds
0 0 2 0

donde, X; — Xy = fot WdW, + %t y puesto que Wy = 0.
Por tanto, [, W,dW, = L(W? —t).
2) Si (Q,F,P) es un espacio de probabilidad y {W; : ¢ > 0} es un proceso de

Wiener tipico. Sea la integral de W; x dW, definida por el siguiente limite

t n—1
I(t) = / WS * dWS = lim Z WtiJrl (WtiJrl — th)
0 n—00 P
donde tZ:Zt/Tl,O:tO <t <ty < oo < lpq <tn:t,n€N.

Demostrar que la variacién cuadratica de W; es

n—1

<W7 W>t = nh_g)lo Z(Wti+1 - Wti)2 =1
=0

y por tanto I(t) = 5(W?2 + 1)
Finalmente, demostrar que la integral no es una martingala

Solucién Teniendo en cuenta que el lim Z?;Ol(Wti W)=t

n—oo
Desarrollando
n—1
I<t) = nh_g)lo Z Wti+1 (Wtz‘+1 - Wtz)
=0
n—1 1 1
= lim {§<W5H — Wi+ 5 (W2, - WZ)}
=0
Lr..
=5 Ll (72— W) +4
1
= _(Wt2 +1)
2
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Para demostrar que /() no es una martingala, observemos que segun la fil-

tracion F,,u <t
1
E(I(0)1F.) = E(G (W + 1)|F)

1,1 )
= §t + §E(Wt | Fu)

1, 1 1
:—t+—(t—u)+§W3

2 2
# %(Wu +u)

Por tanto, I(t) no es una martingala.

4 CONCLUSIONES

El desarrollo de los mercados dedicados a los productos derivados en 1970 y
1980, asi como la crisis que les observé han contribuido ampliamente al florecimiento
y desarrollo de varias ramas de las matematicas aplicadas y, en primer lugar, al de
la teoria de la probabilidad y célculo estocastico; en este aspecto, el hecho més
impresionante parece haber sido la rapida influencia del movimiento Browniano, la
férmula de Ito, las ecuaciones diferenciales estocésticas, etc.

En este sentido, el desarrollo de la Matematica Financiera Moderna en 1980, ha
tenido un gran impacto en lo relativo a la ensenanza de las matematicas aplicadas,
principalmente de la teoria de la probabilidad. Por tal motivo, desde finales de
1980 procedia haber considerado en las facultades de econémicas, los primeros cur-
sos de célculo estocastico orientados hacia los aspectos financieros. Los estudiantes
formados en estas diferentes ensenianzas se beneficiarian de los puestos de las difer-
entes corrientes de investigacion (calculo estocdstico, modelacién matemadtica, etc.)
trabajando en las diferentes profesiones de Financiera Cuantitativa en base a sus
conocimientos y habilidades matematicas. Estas ensenanzas constituyen una obli-

gada formaciéon para los futuros economistas cuantitativos en las tres dimensiones
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siguientes: “Modelacién” (basada esencialmente en el célculo estocastico); Teoria de

la Probabilidad (optimizacién) y programacién computer.
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