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RESUMEN

En este trabajo analizamos un problema de negociacién bipersonal en ambiente de in-
certidumbre, para lo cual consideramos varios estados de la naturaleza o futuros escenarios
posibles. Proponemos un concepto de solucién bajo la hipétesis de que los jugadores son
adversos al riesgo y negocian sobre aquellos resultados que minimizan la distancia entre
las utilidades que obtienen en cada escenario y un vector de utilidades minimas utépico.
Esta solucién conservadora se obtiene como la solucién de un problema de programacién
minmax. Cuando el conjunto de negociacién verifica determinadas propiedades, obtene-
mos una caracterizacién axiomatica del concepto de soluciéon propuesto. En este contexto,
analizamos una extensién del modelo cldsico de negociacién empresa-sindicato en el que
existe incertidumbre sobre las consecuencias de los posibles acuerdos alcanzables por los
agentes.

Palabras clave: Negociacion. Incertidumbre. Optimizacion minmax.
Area temdtica: Optimizacion
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ABSTRACT

In this paper we address a general two-person bargaining problem under uncer-
tainty. To this end, several states of nature or future scenarios are considered. Under
the assumption that agents are risk averse, we propose a solution concept based on
the distance to a utopian minimum outcome vector, which guarantees conservative
levels of achievement for the agents. This conservative solution is obtained as the
solution of a minimax programming problem. When some requirementS on the bar-
gaining set are assumed, an axiomatic characterization of the conservative solution
is provided. An extension of the classic model of firm-union negotiation, which in-
cludes situations where uncertainty about the consequences of the agreements has
to be taken into account, is analyzed in this framework.

1. INTRODUCCION

La mayoria de los modelos de negociacién analizan situaciones en las que el
resultado para cada agente so6lo depende del acuerdo que se alcance. No obstante,
una descripcion mas realista de las posibilidades de la negociacion es considerar que
los resultados dependen también de factores externos o eventos futuros y por tanto,
inciertos. La manera usual de modelar tales situaciones de negociacién en ambiente
de incertidumbre es considerar que hay varios estados de la naturaleza posibles o
escenarios futuros y que cada uno de ellos se identifica con un problema de nego-
ciacién. En la literatura se han planteado dos tipos de modelos para analizar estas
situaciones. El primero de ellos resuelve la incertidumbre asignando probabilidades
a los diferentes estados de la naturaleza y posteriormente aplica los conceptos de
solucién clasicos para resolver el problema de negociacién (véase Riddel (1981), Pe-
ters (1986)). En el segundo grupo de modelos se supone que los agentes no disponen
de informacion sobre la probabilidad de ocurrencia de los distintos estados. En es-
te caso se resuelve el problema aplicando modelos de eleccion bajo incertidumbre
no probabilisticos (véase Bossert et al. (1996), Bossert y Peters (2001), Marmol y
Ponsati (2008)).

Este trabajo se encuadra dentro de este segundo tipo de modelos y en él anali-
zamos juegos de negociacién que describen estas situaciones de incertidumbre bajo
la hipétesis de que los agentes son adversos al riesgo. Proponemos un concepto de
solucion basado en una generalizacion del criterio minmax, que consiste en mini-
mizar la distancia a un vector de utilidades minimas utépico. Los resultados que
genera son conservadores en el sentido de que los agentes llegan a acuerdos para ob-
tener resultados cuyos niveles minimos no puedan ser mejorados simultaneamente
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en todos los escenarios.

En este contexto analizamos una extensién del modelo clasico de negociacion
entre empresa y sindicato propuesto por McDonald y Solow (1981). Estos autores
analizan la solucion de Nash (Nash, 1950) y la de Kalai-Smorodinsky (Kalai y Smo-
rodinsky, 1975) cuando empresa y sindicato negocian sobre salarios y nivel de em-
pleo. Posteriormente, Alexander (1992) caracteriza la solucién de Kalai-Smorodinsky
cuando la negociacién concierne sélo a los salarios, y la empresa determina unila-
teralmente el nivel de empleo de forma que maximice su beneficio. Alexander y
Ledermann (1996) analizan la forma del conjunto de negociacién cuando la negocia-
cién entre empresa y sindicato se realiza en salarios y niveles de empleo, o sélo en
salarios. El objetivo de nuestro analisis es incorporar incertidumbre en este modelo
considerando que los beneficios de la empresa dependen del estado de la naturaleza
y no existe informacion sobre la probabilidad de ocurrencia de los diferentes estados.

El trabajo estd organizado como sigue: en la seccion 2 describimos el modelo
de negociacién en ambiente de incertidumbre y definimos y caracterizamos la solu-
cion conservadora. En la seccion 3 analizamos una extension del modelo clasico de
negociacion entre empresa y sindicato. Por ultimo, la seccién 4 esté dedicada a las
conclusiones.

2. EL MODELO

Consideramos un problema de negociacion con dos agentes y m escenarios posi-
bles o estados de la naturaleza futuros. Un problema de negociacién bipersonal bajo
incertidumbre se describe por el par (.9, ¢), donde S C IR*™ es el conjunto de resul-
tados que obtienen los jugadores a través de un acuerdo y ¢ € IR*™ es el resultado
si el proceso de negociacién no termina en acuerdo, llamado punto de desacuerdo o
status quo. Un punto x € S, se representa por = (1, x) donde x; € R™, i = 1,2,
es el vector de resultados para el agente ¢, cuyas componentes, a:f ,7=1,...,m, son
los resultados obtenidos en cada escenario. Inicialmente solo requerimos que S sea
un conjunto comprensivo'. Para cada problema de negociacién (S, ¢), una solucién,
©, es una aplicaciéon que selecciona un subconjunto no vacio de resultados factibles,
©(S) C S. Por simplicidad, suponemos que el punto de desacuerdo es el origen,
qg=0,y S C Rim.

Analizamos este problema bajo la hipdtesis de que los agentes son adversos al

'Dados z,y € IR™ diremos que x > ysiz; > y;i=1,....,ny x #y. S es comprensivo cuando
Ve Ssix>y>qentoncesy € S5.
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riesgo, por lo que s6lo valoran el peor resultado, y no disponen de informacién sobre
la probabilidad de ocurrencia de los diferentes escenarios posibles. En este contex-
to proponemos una solucién ex ante que garantiza niveles de utilidad minima que
no son mejorables simultdneamente para ambos agentes. Este concepto de solucién,
que denominamos conservadora, se basa en la idea de que los agentes conjuntamente
negociaran sobre aquellos resultados que minimicen la distancia entre las utilidades
que obtienen en cada escenario y un vector de utilidades minimas utépico. Para de-
finir este concepto de solucién valoramos cada resultado factible por un vector cuyas
componentes son los peores resultados que obtienen los agentes en cada escenario y
que denominamos vector de resultados minimos.

Definicion 2.1 Para cada resultado factible x € S, el vector de resultados minimos

es 2(x) = (21(x), 22(x)), donde z1(x) = min < jcpm{z]} v 2o(x) = min <jc {23},
Para S € IR*", 2(S) denota el conjunto de vectores de resultados minimos:
2(9) ={(z1,2) ER* | 2z = 12}1'Snm{a:{}, 29 = 12}1’Snm{xj2}, r € S}

A continuacion introducimos el concepto de vector de resultados minimos utopi-
co como aquel vector cuyas componentes son los mejores niveles minimos que los
agentes pueden alcanzar en cada escenario.

Definicién 2.2 FEl vector de resultados minimos utopico para el problema de nego-
ciacion es z* = (2%, 2%) donde z{ = Maz,es zi(x), para i =1,2.

Las componentes del vector de resultados minimos utépico z* se corresponden con
los valores 6ptimos de sendos problemas de optimizacion escalar.

Definicién 2.3 Para cada resultado factible x € S, el vector de desviaciones d(x)
con respecto al vector de resultados minimos utopico, z*, es el vector

u __ u __

d(l‘) _ (Zl Zl(x) ) ZQ(x))

U ’ U
<1 z2

Este vector representa la diferencia entre el resultado minimo utépico y el resultado
minimo normalizado por la correspondiente componente del resultado utopico.

Para comparar las desviaciones asociadas a los diferentes resultados del proble-
ma de negociacion utilizamos el criterio minmax.
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Definicién 2.4 d € IR? es un vector de desviaciones minmazx en S si existe T € S
con d(z) = d tal que

max{d;(7),ds(Z)} < méx{di(x),ds(z)}, V2 € S.

A partir de esta definicion establecemos el concepto de soluciéon conservadora
para un problema de negociacion en ambiente de incertidumbre.

Definicién 2.5 La solucion conservadora, ¢c, asocia a cada problema de negocia-
cion el subconjunto pc(S) C S cuyos vectores de desviaciones son minmaz en S.

El siguiente resultado muestra un procedimiento para obtener los resultados
que proporciona la soluciéon conservadora ¢c.

Proposicion 2.1 z* € ¢c(S) y 2* es el vector de resultados minimos asociado sty
solo si existe t* € IR tal que (t*,z*,x*) es una solucion éptima del problema

min t
2 —
st t> T
<1
28— 29
t>=2 =
. <2
J S
T >z, J=1,....m
J -
) Z 22, ] = ]-7“'7m

resS

La idea en la que se sustenta esta solucion es la misma que subyace en la
solucién clasica de Kalai-Smorodinsky. Basandonos en este hecho, extendemos a este
contexto las propiedades de eficiencia, simetria, invarianza de escala y monotonicidad
individual que caracterizan a dicha solucion clasica.

Eficiencia conservadora (EC). Una solucién de negociacién ¢ es eficiente con-
servadora si para cada S y para cada x € ¢(5) no existe y € S tal que z(y) > z(z).

Simetria conservadora (SC). Una solucién de negociacién ¢ es simétrica con-
servadora si para cada S simétrico conservador? el conjunto ¢(S) es simétrico con-
servador.

2El conjunto S C IR*™ es simétrico conservador si para x = (x1,x5) € S existe y = (y1,y2) € S
tal que z1(z) = 22(y) y 22(x) = z1(y).
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Invarianza ante transformaciones de escala en los agentes (ITEA). Una solucién
de negociacion ¢ es invariante ante transformaciones de escala en los agentes si para
cualquier transformacién de escala A3, 2(y) = A(z(x)),* Vy € o(A(S)) con y = A(x).

Monotonia individual conservadora (MC). Una solucién de negociacién ¢ veri-
fica monotonia individual conservadora si V5,5 tal que S C S" y 2§(S) = 2(5)
entonces z2(z) < z9(2'), Vo € o(S) y Vo' € ¢(S").

Las cuatro propiedades enunciadas caracterizan a la solucién conservadora en
aquellos problemas de negociacién en los que el conjunto S € IR*™ es tal que z(S) es
convexo y compacto. Denotamos esta clase de problemas de negociacion en ambiente
de incertidumbre por By.

Teorema 2.1 Una solucion de negociacion ¢ en By satisface EC, SC, ITEA v MC
sty solo st = pc.

Un caso particular interesante de la clase de problemas By es el modelo de ne-
gociacién global. En estos modelos el conjunto S coincide con el producto cartesiano
de los conjuntos de resultados factibles en cada escenario, S = S x ... x S™, con
Si C IR?, convexos y comprensivos para j = 1,...,m. En esta situacién se pueden
plantear tantos problemas de negociacion como escenarios haya y resolver éstos de
forma independiente. Sin embargo, es posible que los resultados que se obtengan me-
diante la negociacion separada no sean apropiados para aquellas situaciones en las
que los agentes son adversos al riesgo, por lo que, en tales situaciones, la solucién con-
servadora proporciona resultados mas satisfactorios para ambos agentes. Ademas,
la comprensividad de los conjuntos S7, j = 1,...,m implica que z(S) = Nj=1__mS’
y, por tanto, la solucién conservadora en el modelo de negociacion global esta carac-
terizada por las cuatro propiedades enunciadas. Los resultados que proporciona la
solucion conservadora se corresponden con los resultados que se obtendrian aplican-
do el concepto de solucién de Kalai-Smorodinsky en el conjunto z(.S). A continuacién
presentamos un ejemplo que nos permite ilustrar este hecho.

Ejemplo 2.1 Consideremos una situacion en la que un mayorista y un fabricante
estan negociando el precio de un unico producto en tres escenarios distintos. Aun-
que negocian el precio del producto en los distintos escenarios valoran los acuerdos
posibles en funcion de los beneficios que obtienen en cada uno de ellos. Supondre-
mos que los beneficios de los agentes son lineales con respecto al precio del producto,

3X\ es una transformacion de escala en S si existe a € IR?, a > 0, tal que V& = (z1,22) € S,

Mz) = (@121, agz2) y M(S) = {y = (y1,42) € R*™/y = A(x), con z = (x1,22) € S}.
4 Abusamos de notacién, escribiendo A(z(x)) para representar el vector (ai2;(x), asza())
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como se muestra en las grdficas de la Figura 1, donde la linea creciente representa
el beneficio del fabricante y la linea decreciente el del mayorista.

A A A

B1 B2 B3

44
3
2

1 1
o5 0.75 135 0O 2 4 ol 1.2 2
pi p2 p3

Figura 1: Beneficios de los agentes en los tres escenarios

Los conjuntos de negociacion asociados a los diferentes escenarios representan
los beneficios que puede obtener cada agente mediante un acuerdo sobre el precio
del producto en cada escenario. Denotamos por 7 € R?, 2/ = (I{,xé), j =123
los beneficios que obtienen los dos agentes en el escenario j-ésimo y por S’ los
correspondientes conjuntos de negociacion:

St ={2' € R?: x1 + 4z} <4, 2' >0}
S?={2* € R*: 27 + 25 <2, 2° >0}
S ={a*c R?: 323 + 23 <3, 2° >0}

En esta situacion un resultado global consistird en la especificacion de los niveles
de beneficios alcanzados por cada agente en cada escenario. Es posible representar
la situacion en el espacio de beneficios de los agentes asociadas a los tres escenarios
en un unico grafico. En la Figura 2 se representan los conjuntos de negociacion de
los agentes y un resultado del conjunto de megociacion global.

4 0
X=105 05
1 0

Como consecuencia de un determinado acuerdo sobre el precio en cada escenario, los
beneficios que obtiene el mayorista son respectivamente 4, 0.5 y 1 u.m. El fabricante
obtiene con este acuerdo unos beneficios de 0, 0.5 y 0 u.m., respectivamente.

Los conjuntos de megociacion asociados a cada escenario son converos, com-
pactos y comprensivos por lo que el conjunto de beneficios minimos, z(S), es la
interseccion de los tres como muestra la Figura 3.
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Agente 2

S3

Sa S1

Agente 1

Figura 2: Conjuntos de negociacion de los agentes

Agente 2

Agente 1

Figura 3: Beneficios de los agentes en los tres escenarios

En esta situacion se podria plantear una mnegociacion independiente en cada
escenario y obtener una solucion para cada problema. Sin embargo, bajo la hipotesis
de agentes adversos al riesgo, el resultado que proporciona la solucion conservadora
garantiza unos beneficios minimos mayores para cada agente.

La siguiente tabla muestra el resultado que proporciona la solucion de Kalai-
Smorodinsky calculada de forma independiente en cada escenario y la solucion con-
servadora. Notemos que el vector de resultados minimos que proporcionan la solu-
ciones de Kalai-Smorodinsky en la negociacion separada esta dominado por el vector
de resultados minimos de la solucion conservadora.
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Solucion Solucion
K-S conservadora
Escenario 1 (2,0,5) (0,75,0,75)
Escenario 2 (1,1) (0,75 + a,0,75 + b), a,b € [0,5/4]
Escenario 3 (0,3,1) (0,75,0,75)
2 =(0,3,0,5) z = (0,75,0,75)

3. NEGOCIACION EMPRESA-SINDICATO

En esta seccién analizamos una extension del modelo clésico de negociacion
empresa-sindicato en ambiente de incertidumbre. El punto de partida es el modelo
clésico establecido por McDonald y Solow (1981), en el que los dos agentes, empresa
y sindicato, negocian sobre el salario y el empleo. La utilidad del sindicato depende
de los niveles de salario (w) y empleo (L), y se representa por la funcién V(w, L) =
Lu(w), donde u(w) es una funcién de utilidad dos veces diferenciable con u'(w) > 0,

u”(w) < 0. La utilidad de la empresa viene dada por sus beneficios II(w, L)
R(L) — wL, donde R(L) es la funcién de ingresos. Ambas funciones verifican la
habitual hipotesis de diferenciabilidad.

En este modelo, la empresa y el sindicato negocian sobre los salarios y el empleo
hasta alcanzar un resultado eficiente para ambos. Los diversos conceptos de solu-
cion propuestos en la literatura para abordar este problema proporcionan resultados
factibles que son aceptados por los agentes sobre la base de diferentes principios de
racionalidad (Kalai-Smorodinsky (1975), Kalai (1977), Nash (1950)).

Introducimos incertidumbre en este modelo suponiendo, para simplificar, que
hay dos posibles escenarios o estados futuros de la naturaleza. Suponemos que los
ingresos de la empresa y, por tanto, sus beneficios dependen del estado de la natu-
raleza, mientras que la utilidad del sindicato es la misma en ambos escenarios.

Para j = 1,2, R(L) representa el ingreso obtenido por la empresa cuando el
nivel de empleo es L y el estado final es j. La funcién R’(L) es estrictamente céncava
y estrictamente creciente, con R7(0) = 0. El beneficio de la empresa en cada uno de
los posibles estados de la naturaleza es Il7 (w, L) = R/(L) —wL, j = 1,2. Suponemos
que la empresa no considera la posibilidad de obtener beneficios negativos en los
distintos estados, por lo que, R/ (L) —wL >0, Vj = 1,2.

La utilidad del sindicato en ambos escenarios es V(w, L) = Lu(w).
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En esta situacion el conjunto de acuerdos alcanzables viene dado por todos los
pares de salario y empleo factibles, esto es

X ={(w,L) € R*/w >wy, L >0, RI(L) —wL >0,j=1,2}

donde wy; representa el nivel de salario minimo establecido por el sindicato.

Cada par factible (w, L) € X se corresponde con un resultado para cada agente,
que en el caso de la empresa es bidimensional, por lo que el conjunto de resultados
factibles es

S= {11 V)e R*/ 1" =" (w, L), 11 = 1I*(w, L),V = V(w, L) con (w, L) € X}

El resultado que obtienen empresa y sindicato si el proceso de negociaciéon no
termina en acuerdo es el punto de desacuerdo o status quo. Denotamos este punto
por ¢ = (qi,q?, ), donde q{, J = 1,2, representa el resultado del desacuerdo para
la empresa en el estado j.

El par (S, q) describe el problema de negociacién empresa-sindicato en ambiente
de incertidumbre.

Observemos que la situacién que describe el problema (S, ¢) no permite tratar-
la como una negociacién separada en cada escenario, por lo que la estructura del
conjunto S es mas compleja ya que no coincide con el producto cartesiano de los
conjuntos de negociacion en cada escenario.

A continuacién resolvemos este problema aplicando el concepto de solucién
propuesto en el epigrafe anterior.

Para ello, para cada combinacién factible de empleo y salario, (w,L) € X,
calculamos el vector de utilidades minimas z(w, L) = (z1(w, L), z3(w, L)), donde
z1(w, L) = ming, nex{II'(w, L), 11*(w, L)}, y z2(w,L) = Lu(w) es la utilidad ga-
rantizada para la empresa y el sindicato respectivamente.

Obtenemos el vector de utilidad minima utépico z* = (z},2¥) donde 2z =
Max @ ryex zi(w, L), para i = 1,2, y el correspondiente vector de desviaciones
d(w, L) con respecto a z":

Z% — Zl<w7 L) Zg — 22<w7 L)

23 ’ 2 )

dw, L) = (

La solucién del siguiente problema de optimizacion proporciona la solucién con-
servadora
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min t

21— 21
i —q

z%‘ — z;
2y — Q2
Hl(waL) > <1
HQ(waL> Z 21
V(waL> Z zZ2
(w,L)e X

s.t.: t>

2>

Ejemplo 3.1 Consideremos un modelo de negociacion empresa-sindicato con dos
posibles escenarios donde la funcion de ingresos de la empresa en cada uno de ellos

es RY(L) = 2L"? y R*(L) = §L3/*. Supondremos que u(w) = 3(w—0,25)"/% donde el

salario minimo es wyr = 0,25, y el punto de desacuerdo ¢ = (0,0,0). Las funciones
de beneficios de la empresa en cada escenario y la funcion de utilidad del sindicato
son:

4
' (w, L) = 2LY? —wL, 1*(w,L) = §L3/4 —wL, V(w,L)=3L(w—0,25)"/3
y el conjunto de combinaciones de salario y empleo factibles es
4
X ={(w,L) e R*/w>0.25 L>0, 2LY* —wL >0, gL3/4 —wL > 0}

Para cada (w,L) € X, z(w,L) = (z1(w, L), zo(w, L)) es el vector de utilida-
des minimas, donde z(w, L) = min, ryex{2LY* —wL, §L3/4 —wL} y z(w, L) =
3L(w — 0,25)/3.

Para obtener la solucion conservadora, calculamos el vector de utilidades mini-
mas utopico z* = (21, 25), donde z}' = max(y,yex zi(w, L), i = 1, 2., resolviendo los
siguientes problemas de optimizacion:

mar 2

s.t.: 2L1/2 —wL > % max SL(U} -0 25)1/3
§L3/4—wL221 s.t.: (w,L) e X
(w,L) e X

La solucion optima de estos problemas nos proporciona el vector de utilidades
minimas utopico 2" = (4,49,12).
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La solucion conservadora se obtiene resolviendo el siguiente problema:

min t
4 — 21
s.t.: t>
49,412 — 29
t> —=
— 49,12

202 —wL > %
4
§L3/4 —wlL >z

3L(w — 0,25)Y3 > 2
(w, L) e X

La dnica solucion obtenida es t* = 0,4,2] = 2,4,25 = 2948 w* = 0,29, L* =
30,29. Por tanto, la solucion conservadora para este problema de negociacion entre
empresa y sindicato propone el acuerdo (w*, L*) = (0,29,30,29) con el que el sindi-
cato obtiene una utilidad de 31.07 y la empresa se garantiza un beneficio minimo de

2.4,

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos propuesto un concepto de solucion ex ante para proble-
mas de negociacién bajo incertidumbre en el que los agentes son adversos al ries-
go. Esta solucion se obtiene resolviendo un problema minmax. Bajo determinadas
condiciones del conjunto de resultados minimos la solucién conservadora esta ca-
racterizada por un conjunto de axiomas, y se corresponde con la solucién clasica
de Kalai-Smorodinsky considerada en dicho conjunto. La aplicabilidad del modelo
propuesto se pone de manifiesto con el estudio de un modelo de negociaciéon entre
empresa y sindicato en ambiente de incertidumbre.
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